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e meu avô por todos os ensinamentos que sempre vinham por meio de boas conversas,
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Sérgio) que não somente me recebeu diversas vezes em sua casa, sempre com muito carinho

e atenção, mas também por me ceder um local de moradia, o que facilitou muito a minha

vida ao longo desses anos. Agradeço também à dona Joselma (mãe do Jefferson) que
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Resumo

Neste trabalho, definimos o conceito de problema de equiĺıbrio e, ao considerarmos bi-

funções que satisfazem certas propriedades, apresentamos resultados que asseguram a

existência de soluções para tais problemas. Apresentamos também um algoritmo do ponto

proximal que cumpre todas as condições pré-estabelecidas e, portanto, se mostra eficiente

na resolução dos problemas de equiĺıbrio abordados. Os resultados obtidos demonstram

a viabilidade e eficácia desse algoritmo ao encontrar soluções para tais problemas.

Palavras-Chave: Problema de Equiĺıbrio, Resultado de existência, Algoritmo do Ponto

Proximal.
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Abstract

In this work, we define the concept of equilibrium problem and, when we consider bifunc-

tion that satisfy certain properties, we present results that ensure the existence of solu-

tions for such problems. We also present a proximal point algorithm that fulfills all the

pre-established conditions and, therefore, proves to be efficient in solving the approached

equilibrium problems. The results obtained demonstrate the viability and effectiveness of

this algorithm in finding solutions to such problems.

Keywords: Equilibrium Problem, Result of existence, Proximal Point Algorithm.
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Introdução

Sejam K ⊂ Rn um conjunto convexo, fechado e não vazio e F : K× K → R uma bifunção

satisfazendo F(x, x) = 0 para todo x ∈ K. O Problema de Equiĺıbrio PE(F,K) consiste em:

Encontrar x∗ ∈ K tal que F(x∗,y) ⩾ 0 para todo y ∈ K. (1)

O Problema de Equiĺıbrio foi considerado e introduzido inicialmente por Fan (1961),

entretanto o mesmo ficou bastante conhecido e recebeu essa denominação “Problema

de Equiĺıbrio”, devido ao trabalho de Blum e Oettli (1984). O Problema (1) é bastante

amplo, no sentido de que ele inclui, entre seus casos particulares, problemas de otimização,

problemas de desigualdades variacionais, problemas de equiĺıbrio de Nash na teoria de

jogos não cooperativos, dentre outros, para mais detalhes veja [2] e suas referências.

Devido a esta vasta aplicabilidade, os problemas de equiĺıbrio são amplamente estudados,

veja por exemplo em: [1, 4, 5, 10, 12, 13, 17, 18].

Uma das técnicas bastante utilizada para resolver o problema PE(F,K), é que em cada

iteração k, é resolvido um subproblema PE(Fk,K) onde Fk é uma função de regularização

do “tipo-proximal” da bifunção F, que cumpre as propriedades (P1)−(P5) (ver no caṕıtulo

2 suas definições), com essa regularização garantimos existência de solução para cada

subproblema, como também propriedades importantes para a análise de convergência da

sequência gerada pelo método. Neste sentido, usando essa técnica, Iusem e Sosa (2010)

definiram a seguinte função de regularização:

Fk(x,y) = F(x,y) + λk⟨x− xk,y− x⟩, (2)

onde λk > 0 e xk ∈ K são dados. No cenário das variedades de Hadamard Colão et al.

(2012), consideraram uma extensão da função regularizadora dada em (2), definida por:

Fk(x,y) = F(x,y) − λk⟨exp−1
x xk, exp−1

x y⟩. (3)

1



Sumário 2

A função definida em (3) cumpre as propriedades (P1) − (P5), entretanto a propriedade

(P2) (convexidade de F na segunda variável) somente é válida se, a variedade de Hadamard

possui curvatura seccional nula. Em Bento at al. (2018) propuseram uma nova função

regularizadora em variedades de Hadamard, dada por:

Fk(x,y) = F(x,y) + λk[d
2(y, xk) − d2(x, xk)]. (4)

Cuja convexidade não impõe nenhuma hipótese restritiva sobre variedade de Hadamard,

ou seja, Fk cumpre a propriedade (P2) sem nenhuma suposição sobre a curvatura seccional

da variedade de Hadamard, além também de cumprir as outras propriedades.

Neste trabalho iremos estabelecer condições necessárias e/ou suficientes para existência

de solução do problema PE(F,K), baseado no artigo Iusem e Sosa [12]. Além disso, iremos

também resolver o problema PE(F,K) usando a função regularizadora dada em (4) baseado

no artigo de Bento at al. (2018), no cenário euclidiano. Observamos que mesmo em Rn a

função regularizadora em (4) difere da função regularizadora em (2), ou seja, as propostas

desses artigos são diferentes.

Nesta dissertação, abordaremos um caso espećıfico dentro do escopo desse tipo de

problema. Para isso, no caṕıtulo I apresentamos definições e resultados fundamentais de

análise em Rn e análise convexa, que serão utilizados ao longo dos caṕıtulos subsequentes.

No caṕıtulo II, introduzimos o Problema de Equiĺıbrio, estabelecendo hipóteses sobre F

e demonstrando condições sob as quais é posśıvel garantir a existência de soluções para

esses problemas. No caṕıtulo III, apresentamos um algoritmo proximal e analisamos sua

convergência dentro dos parâmetros estabelecidos.



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Nesta seção apresentaremos alguns resultados básicos sobre o espaço Rn, com a ressalva

de que abordaremos somente o essencial para os caṕıtulos posteriores. Como referências

vejam [6, 15, 16].

1.1 Análise no Rn

Definição 1.1.1. Um produto interno no espaço euclidiano Rn é uma regra que faz cor-

responder a cada par de vetores x,y ∈ Rn um número real, denotado por ⟨x,y⟩, de modo

que, para x,y, z ∈ Rn e α ∈ R se tenha:

1. x ̸= 0 ⇒ ⟨x, x⟩ > 0;

2. ⟨x,y⟩ = ⟨y, x⟩ ;

3. ⟨x+ z,y⟩ = ⟨x,y⟩+ ⟨z,y⟩ ;

4. ⟨αx,y⟩ = α⟨x,y⟩ = ⟨x,αy⟩;

Portanto, o produto interno é uma função ⟨. , .⟩ : Rn × Rn → R simétrica, bilinear e

positiva definida. O produto interno canônico do espaço euclidiano Rn, é dado por:

⟨x,y⟩ = x1y1 + ...+ xnyn,

onde x = (x1, x2, ..., xn) e y = (y1,y2, ...,yn). Usaremos o produto interno canônico ao

longo deste trabalho.
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Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 4

Dado x ∈ Rn, escrevemos ||x|| =
√

⟨x, x⟩, isto é,

||x|| =
√

x21 + x22 + ...+ x2n.

O número ||x|| chama-se a norma euclidiana de x ou o comprimento do vetor x ∈ Rn.

Dois vetores x,y ∈ Rn dizem-se ortogonais quando ⟨x,y⟩ = 0.

Exemplo 1.1.1. Dados x,y ∈ Rn , com y ̸= 0 e considerando α = ⟨x,y⟩
||y||2

, temos que

z = x− αy é ortogonal a y. De fato,

⟨z,y⟩ = ⟨x− αy,y⟩ = ⟨x,y⟩− α⟨y,y⟩ = ⟨x,y⟩− α||y||2 = ⟨x,y⟩− ⟨x,y⟩ = 0.

Teorema 1.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer x,y ∈ Rn, tem-se

||⟨x,y⟩|| ⩽ ||x|| · ||y||.Valendo a igualdade se, e somente se, um dos vetores x,y é múltiplo

escalar do outro.

Demonstração: Veja [15, Teorema 1, página 5]. ■

A norma euclidiana ||x|| =
√

⟨x, x⟩ satisfaz as seguinte propriedades, com x,y ∈ Rn,

α ∈ R e |α| é o valor absoluto do número real α:

1. x ̸= 0 ⇒ ||x|| > 0;

2. ||αx|| = |α| · ||x||;

3. ||x+ y|| ⩽ ||x||+ ||y|| ;

As duas últimas são evidentes e a primeira propriedade segue da desigualdade de Cauchy-

Schwarz. Através da norma obtemos a distância entre dois pontos do Rn. Dados x,y ∈

Rn, a distância de x a y é definida por:

d(x,y) = ||x− y||.

Das propriedades da norma mostradas anteriomente, segue que, dados x,y, z ∈ Rn temos:

1. d(x, z) ⩽ d(x,y) + d(y, z);

2. d(x,y) = d(y, x);

3. x ̸= y ⇒ d(x,y) > 0;
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Após as definições anteriores, podemos agora introduzir alguns elementos importantes

da topologia do Rn. Uma bola aberta de centro a ∈ Rn e raio r > 0 é o conjunto dos

pontos x ∈ Rn cuja distância ao ponto a é menor do que r . Denotaremos esse conjunto

por B(a; r). Assim,

B(a; r) = {x ∈ Rn| ||x− a|| < r},

analogamente definimos a bola fechada B[a; r] e a esfera S[a; r] ambas com centro a e raio

r, denotadas por:

B[a; r] = {x ∈ Rn | ||x− a|| ⩽ r} e S[a; r] = {x ∈ Rn | ||x− a|| = r}

Observe que B[a; r] = B(a; r) ∪ S[a; r].

Definição 1.1.2. Seja um subconjunto K ⊂ Rn. Um ponto a ∈ K chama-se um ponto

interior a K quando é centro de alguma bola aberta contida em K. O interior de K denotado

por int(K) é o conjunto de todos os pontos interiores a K. Um conjunto K ⊂ Rn chama-se

aberto quando todos os seus pontos são interiores.

Exemplo 1.1.2. Uma bola aberta B(a; r) ⊂ Rn é um conjunto aberto.

Exemplo 1.1.3. Considere K = Rn
+ := {x ∈ Rn | xi ⩾ 0, i = 1, 2, 3, ...,n}. Então,

int(K) = Rn
++ := {x ∈ Rn | xi > 0, i = 1, 2, 3, ...,n}.

Proposição 1.1.1. A união qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto. A

interseção finita de conjuntos abertos é aberto.

Demonstração: Veja [6, Proposição 3.1, página 24]. ■

Definição 1.1.3. Dizemos que um subconjunto K ⊂ Rn é limitado se existe r > 0 tal que

K ⊂ B(0, r).

Definição 1.1.4. Dizemos que K ⊂ Rn é um conjunto fechado se Kc é aberto, onde

Kc = Rn \ K = {x ∈ Rn| x /∈ K}.

Proposição 1.1.2. A interseção qualquer de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

A união finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Demonstração: Veja [6, Proposição 3.2, página 25]. ■
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Uma sequência em Rn é uma aplicação x : N → Rn, definida no conjunto N dos

números naturais. Denotaremos por {xk} ou (x1, x2, ..., xk, ...) a sequência x tal que x(k) =

xk, quando o contradomı́nio de x for R denotaremos por {xk}. Uma subsequência de {xk}

é a restrição da sequência a um subconjunto infinito N ′ = {k1 < k2 < ...ki < ...} ⊂ N, a

qual denotaremos por {xki} e {xki
} no caso real. Diz-se que uma sequência {xk} é limitada

quando o conjunto dos seus termos é limitado em Rn, ou seja, quando existe um número

real c > 0 tal que ||xk|| ⩽ c para todo k ∈ N.

Diz-se que o ponto a ∈ Rn é o limite da sequência de pontos {xk} quando para todo

ϵ > 0 dado, é possivel obter k0 ∈ N tal que k > k0 ⇒ ||xk − a|| < ϵ. Neste caso, diz-se

também que {xk} converge para a ou tende para a, denotaremos por lim
k→∞ xk = a ou

xk → a. Quando existe a = lim
k→∞ xk, a sequência {xk} é dita convergente. Caso contrário,

é dita divergente.

Definição 1.1.5. Dizemos que a ∈ Rn é um valor de aderência de uma sequência {xk},

quando alguma subsequência de {xkj} converge para a.

Observação 1.1.1. (i) Em termos de bolas, tem-se lim
k→∞ xk = a se, e somente se, qualquer

bola aberta de centro a contém todos os termos xk salvo, possivelmente para um número

finito de ı́ndices k.

(ii) Segue da observação acima que toda sequência convergente é limitada.

(iii) Segue-se também da caracterização do limite por meio de bolas que se lim
k→∞ xk = a

então toda subsequência de (xk) tem ainda limite igual a a, ou seja, toda subsequência de

uma sequência convergente é ainda convergente e o mesmo limite.

(iv) O limite de uma sequência convergente é único.

Exemplo 1.1.4. A rećıproca do item (ii) da observação anterior não é verdadeira, por

exemplo, a sequência (a,b,a,b,a,b,...) com a ̸= b é limitada, mas não é convergente, pois

possui 2 valores de aderência.

Vejamos a seguir um resultado que garante que para toda sequência limitada o con-

juntos dos pontos de aderências é não vazio.

Teorema 1.1.2. (Bolzano-Weierstrass) Toda sequência limitada em Rn possui uma sub-

sequência convergente.

Demonstração: Veja [15, Teorema 5, página 17]. ■
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Proposição 1.1.3. Uma sequência limitada em Rn é convergente se, e somente se, possui

um único valor de aderência.

Demonstração: Veja [15, Teorema 6, página 17]. ■

Definição 1.1.6. Sejam K ⊂ Rn não-vazio e f : K → R uma função:

(i) f é dita semicont́ınua inferiormente no ponto x ∈ K, quando para qualquer sequência

xk → x, tem-se que:

f(x) ⩽ lim inf
k→∞ f(xk).

(ii) f é dita semicont́ınua superiormente no ponto x ∈ K, quando para qualquer sequência

xk → x, tem-se que:

f(x) ⩾ lim sup
k→∞ f(xk).

Uma função f é dita semicont́ınua inferiomente (superiormente) em K quando ela é

semicont́ınua inferiormente ( superiormente ) em todos os pontos de K.

Definição 1.1.7. Seja f : K → R, dizemos que f é cont́ınua em x ∈ K quando para toda

sequência {xk} ⊂ K, xk → x temos que lim
k→∞ f(xk) = f(x).

Observação 1.1.2. (i) A aplicação f é cont́ınua no ponto x ∈ K se, e somente se, ela for

semicont́ınua inferiormente e semicont́ınua superiormente em x.

(ii) A aplicação f é cont́ınua em K, quando ela é cont́ınua em todos os pontos de K .

Proposição 1.1.4. Sejam K ⊂ Rn não-vazio e f,g,h : K → R funções tais que f é

cont́ınua, g semicont́ınua inferiomente e h semicont́ınua superiormente em K. Então,

(i) f+ g é semicont́ınua inferiomente;

(ii) f+ h é semicont́ınua superiormente.

Demonstração: (i) Sejam f cont́ınua e g semicont́ınua inferiomente em K. Assim, para

x ∈ K, temos que lim
k→∞ f(xk) = f(x) = lim inf

k→∞ f(xk) e g(x) ⩽ lim inf
k→∞ g(xk). Assim,

(f+ g)(x) ⩽ lim inf
k→∞ f(xk) + lim inf

k→∞ g(xk) ⩽ lim inf
k→∞ (f+ g)(xk).

Sendo que na última desigualdade acima usamos propriedades do lim inf.

(ii) Sejam f cont́ınua e h semicont́ınua superiormente em K. Assim, para x ∈ K, temos

que lim
k→∞ f(xk) = f(x) = lim sup

k→∞ f(xk) e h(x) ⩾ lim sup
k→∞ h(xk). Assim,

(f+ h)(x) ⩾ lim sup
k→∞ f(xk) + lim sup

k→∞ h(xk) ⩾ lim sup
k→∞ (f+ h)(xk).

■
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Sendo que na última desigualdade acima usamos propriedades do lim sup.

Definição 1.1.8. Dado um conjunto não vazio K ⊂ Rn e um ponto y ∈ Rn, a distância

de y a K , denotada por dK(y), é dada por:

dK(y) = inf
z∈K

||y− z||

Vejamos adiante que a distância sempre existe quando um conjunto em questão é não

vazio e fechado.

Proposição 1.1.5. Dado x ∈ Rn. Se K ⊂ Rn é fechado e não vazio, então existe y0 ∈ K

tal que dK(x) = ||x− y0||

Demonstração: Veja [15, Corolário 1, página 52]. ■

Seja K ⊂ Rn um subconjunto . Uma coleção (Fλ)λ∈I de subconjunto de K é dita uma

cobertura de K se:

K ⊂
⋃
λ∈I

Fλ.

A cobertura (Fλ)λ∈I é dita finita se I tem uma quantidade finita de elementos. A cobertura

(Fλ)λ∈I é dita aberta se, todo Fλ é aberto para todo λ ∈ I.

Definição 1.1.9. Um conjunto K ⊂ Rn é dito compacto quando toda cobertura aberta de

K admite uma subcobertura finita.

Teorema 1.1.3. Todo conjunto compacto é fechado e limitado.

Demosntração: Veja [6, Proposição 3.4, página 26]. ■

Proposição 1.1.6. Seja F ⊂ K ⊂ Rn com F fechado e K compacto. Então, F é compacto.

Demonstração: Veja [6, Proposição 3.5, página 27]. ■

Definição 1.1.10. Uma coleção (Fλ)λ∈L de subconjuntos de K ⊂ Rn é dito ter a propri-

edade de interseção finita se para todo subconjunto finito {λ1, λ2, ..., λm} ⊂ L tem-se que

a interseção

m⋂
i=1

Fλi
̸= ∅.

Teorema 1.1.4. Um subconjunto F ⊂ Rn é compacto se, e somente se, para qualquer

coleção (Fλ)λ∈L de conjuntos fechados em F tem-se a propriedade de interseção finita.

Demonstração: Veja [16, Páginas 169-170]. ■
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1.2 Análise Convexa

Nesta seção, apresentaremos os conceitos de conjuntos convexos, funções convexas e subdi-

ferencial. Lembrando que nosso objetivo não é expor um curso do mesmo, e sim, destacar

as ferramentas que nos serão úteis posteriomente. Para mais detalhes sobre as definições

e resultados veja [14].

Definição 1.2.1. Um conjunto K ⊂ Rn é convexo se para quaisquer x,y ∈ K e λ ∈ [0, 1],

tem-se que λx+ (1+ λ)y ∈ K.

Figura 1.1: O conjunto K1 é convexo; O conjunto K2 não é convexo.

Exemplo 1.2.1. Todo subespaço de Rn e toda bola são conjuntos convexos em Rn.

Exemplo 1.2.2. Sejam A ∈ Rm×n e b ∈ Rm. Então, K = {x ∈ Rn | Ax = b} é um

conjunto convexo em Rn.

Proposição 1.2.1. Sejam Ki ⊂ Rn,Ki sunconjuntos convexos, i ∈ I, onde I é um

conjunto qualquer (possivelmente infinito). Então a interseção K =
⋂
i∈I

Ki também é um

conjunto convexo.

Demonstração: Ver [14, Proposição 3.2.1, página 70]. ■

Proposição 1.2.2. Seja K ⊂ Rn um conjunto convexo. Então o int(K) é um conjunto

convexo.

Demonstração: Veja [14, Proposição 3.2.4, página 71]. ■



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 10

Definição 1.2.2. Dados zi ∈ Rn, λi ∈ [0, 1] i = 1, 2, ...,p tais que

p∑
i=1

λi = 1, o ponto

x =

p∑
i=1

λiz
i chama-se combinação convexa dos pontos zi ∈ Rn.

Teorema 1.2.1. Um conjunto K ⊂ Rn é convexo se, e somente se, para quaisquer

p ∈ N, zi ∈ K e λi ∈ [0, 1], i = 1, 2, 3, ...,p tais que
∑p

i=1 λi = 1 a combinação convexa

x =
∑p

i=1 λiz
i pertence a K.

Demonstração: Veja [14, Teorema 3.2.8, página 73]. ■

Definição 1.2.3. Seja K ⊂ Rn um conjunto qualquer. O fecho convexo de D, denotado

por conv(K) é o menor conjunto convexo em Rn que contém K.

A figura a seguir ilustra a Definição 1.2.3.

Figura 1.2: Exemplos de fecho convexo de conjuntos.

Proposição 1.2.3. Seja K ⊂ Rn um conjunto qualquer. O fecho convexo de K é o

conjunto de todas as combinações convexas de pontos de K.

Demonstração: Veja [14, Proposição 3.2.13, página 78]. ■

Proposição 1.2.4. Seja K ⊂ Rn um conjunto compacto. Então conv(K) é compacto.

Demonstração: Veja [14, Proposição 3.2.14, página 79]. ■

Definição 1.2.4. Se K ⊂ Rn é um conjunto convexo, dizemos que a função f : Rn → R

é convexa em K quando, para quaisquer x,y ∈ K e λ ∈ [0, 1] tem-se que:

f(λx+ (1− λ)y) ⩽ λf(x) + (1− λ)f(y).

O resultado abaixo segue-se direto da definição acima.
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Proposição 1.2.5. Sejam K ⊂ Rn um conjunto convexo e fi : K → R , i = 1, 2, 3, ...,p

funções convexas no conjunto K. Então para quaisquer αi ⩾ 0, i = 1, 2, 3, ...,p, a função

f : K → R dada por:

f(x) =

p∑
i=1

αifi(x),

é convexa em K.

Demonstração: Sejam x,y ∈ K e λ ∈ [0, 1] tem-se que

fi(λx+ (1− λ)y) ⩽ λfi(x) + (1− λ)fi(y).

para i = 1, 2, 3, ...,p. Sendo αi ⩾ 0, obtemos que

αifi(λx+ (1− λ)y) ⩽ λαifi(x) + (1− λ)αifi(y).

Dáı, segue que

p∑
i=1

αifi(λx+ (1− λ)y) ⩽ λ

p∑
i=1

αifi(x) + (1− λ)

p∑
i=1

αifi(y).

Portanto, f é convexa em K. ■

Exemplo 1.2.3. As funções f1, f2 : Rn → R definidas por f1(x) = ||x||2 e f2(x) =

−⟨x,a⟩ + ||a||2 com a ∈ Rn, são funções convexas. De fato, para todo x,y ∈ Rn e

λ ∈ [0, 1], temos que

f1((1− λ)x+ λy) = f1(x+ λ(y− x)) = ||x+ λ(y− x)||2

= ||x||2 + 2λ⟨x,y− x⟩+ λ2||y− x||2

⩽ ||x||2 + 2λ⟨x,y⟩− 2λ||x||2 + λ||y− x||2

⩽ ||x||2 + λ(||y||2 − ||x||2) = f1(x) + λ(f1(y) − f1(x)).

e

f2((1− λ)x+ λy) = −⟨(1− λ)x+ λy,a⟩+ ||a||2

= −(1− λ)⟨x,a⟩− λ⟨y,a⟩+ (1− λ)||a||2 + λ||a||2

= (1− λ)[−⟨x,a⟩+ ||a||2] + λ[−⟨y,a⟩+ ||a||2]

= (1− λ)f2(x) + λf2(y).

Portanto, pela Proposição 1.2.5 temos que d2(x,a) = ||x − a||2 = ||x||2 − ⟨x,a⟩ + ||a||2 é

também convexa.
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Definição 1.2.5. O eṕıgrafo de uma função f : K → R é o conjunto

Ef = {(x,α) ∈ K× R; f(x) ⩽ α}.

O teorema abaixo estabelece uma relação entre a convexidade de uma função e seu

eṕıgrafo.

Teorema 1.2.2. Seja K ⊂ Rn um conjunto convexo. Uma função f : K → R é convexa

em K se, e somente se, o eṕıgrafo de f é um conjunto convexo em Rn × R.

Demonstração: Veja [14, Teorema 3.1.15, página 67]. ■

Decorre dos Teoremas 1.2.1 e 1.2.2, o seguinte corolário.

Corolário 1.2.1. (Desigualdade de Jesen) Sejam K ⊂ Rn e f : K → R uma função

convexa em K. Então para quaisquer p ∈ N, zi ∈ K e λi ⩾ 0, i = 1, 2, ...,p tais que
p∑

i=1

λi = 1 tem-se que

f(

p∑
i=1

λiz
i) ⩽

p∑
i=1

λif(z
i).

Demonstração: Veja [14, corolário 3.2.9, página 74]. ■

1.2.1 O subdiferencial de funções Convexas

Definição 1.2.6. Seja f : Rn → R uma função convexa. Dizemos que y ∈ Rn é um

subgradiente de f no ponto x ∈ Rn se

f(z) ⩾ f(x) + ⟨y, z− x⟩, ∀ z ∈ Rn.

O subconjunto de todos os subgradientes de f chama-se subdiferencial de f em x, denotado

por:

∂f(x) := {y ∈ Rn | f(z) ⩾ f(x) + ⟨y, z− x⟩ ∀ z ∈ Rn}.

Em outras palavras o subgradiente define uma aproximação linear de f cujo gráfico

fica abaixo do gráfico de f e cujo valor coincide com f no ponto x.
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Figura 1.3: Os elementos y1 e y2 são subgradientes de f em x, isto é, para todo z tem-se

que f(z) ⩾ f(x) + ⟨yi, z− x⟩, i = 1, 2.

Teorema 1.2.3. Seja f : Rn → R uma função convexa. Então, para todo x ∈ Rn, o

conjunto ∂f(x) é convexo, compacto e não-vazio.

Demonstração: Veja [14, Teorema 3.4.52, página 154]. ■

Proposição 1.2.6. Uma função convexa f : Rn → R é diferenciável no ponto x ∈ Rn se,

e somente se, o conjunto ∂f(x) contém um elemento só. Neste caso, ∂f(x) = {∇f(x)}.

Demonstração. Veja [14, Proposição 3.4.53, página 156]. ■

Proposição 1.2.7.(O subdiferencial da soma de funções convexas)Sejam fi : Rn → R,

i = 1, 2, ...,p funções convexas. Então,

∂

(
p∑

i=1

fi(x)

)
=

p∑
i=1

∂fi(x).

Demonstração: Veja [14, Proposição 3.4.53 página 156]

■

Teorema 1.2.4. (Condição de Otimalidade para minimização de função em conjunto

convexo) Sejam f : Rn → R uma função convexa e K ⊂ Rn um conjunto convexo. Então

x∗ ∈ Rn é um minimizador de f em K se, e somente se,

Existe y ∈ ∂f(x∗) tal que ⟨y, x− x∗⟩ ⩾ 0 ∀ x ∈ K. (1.1)

Demonstração. Veja [14, Teorema 3.4.54, página 57]. ■



Caṕıtulo 2

Problema de Equiĺıbrio

Neste caṕıtulo, baseado em Iusem e Sosa (2009), apresentamos uma condição suficiente

para a existência de soluções de problemas de equiĺıbrio.

2.1 Definição do Problema

Para os nossos estudos vamos considerar K ⊂ Rn um conjunto convexo, fechado e não

vazio. Dada uma bifunção F : K×K → R, o problema de equiĺıbrio PE(F,K) consiste em :

Encontrar x∗ ∈ K tal que F(x∗,y) ⩾ 0 ∀ y ∈ K.

Essa formulação foi proposta por Blum e Oetlli (1994), e F foi denominada de bifunção

de equiĺıbrio se satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) F(x, x) = 0, para todo x ∈ K;

(P2) F(x, ·) : K → R é convexa e semicont́ınua inferiormente para todo x ∈ K;

(P3) F(·,y) : K → R é semicont́ınua superiormente para todo y ∈ K.

O conjunto solução do problema de equiĺıbrio PE(F,K) será denotado como S(F,K).

Estamos interessados agora no problema de viabilidade convexa, a ser denotado por

PVC(F,K), e sua relação com PE(F,K). O Problema PVC(F,K) consiste em:

Encontrar x∗ ∈
⋂
y∈K

LF(y), onde LF(y) = {x ∈ K : F(y, x) ⩽ 0}.

Vamos denotar o conjunto solução de PVC(F,K) por SV(F,K).

14
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Observação 2.1.1. Note que, para cada y ∈ K o conjunto LF(y) é não-vazio, convexo e

fechado. De fato, por (P1) temos que F(y,y) = 0, e por (P2), isto é, F(y, ·) é convexa e

semicont́ınua inferiormente, e unidando ao fato de que K é fechado e convexo, obtemos o

afirmado.

O próximo resultado estabelece uma relação entre PVC(F,K) e PE(F,K).

Proposição 2.1.1. Se F satisfaz (P1) − (P3), então SV(F,K) ⊂ S(F,K).

Demonstração: Sejam x ∈ SV(F,K) e y ∈ K. Defina wt = (1 − t)x + ty onde t ∈ (0, 1).

Desta forma,

0 = F(wt,wt) = F(wt, (1− t)x+ ty)

⩽ (1− t)F(wt, x) + tF(wt,y) ∀ t ∈ (0, 1).

Sendo que x ∈ SV(F,K) e wt ∈ K (pois K é convexo), então F(wt, x) ⩽ 0 para todo

t ∈ (0, 1), dáı 0 ⩽ tF(wt,y) para todo t ∈ (0, 1). Logo, 0 ⩽ F(wt,y) para todo t ∈

(0, 1). Escolha a sequência tk =
1

k
∈ (0, 1), como tk → 0 quando k → ∞ temos que

(1− tk)x+ tky → x. Logo, por (P3)

0 ⩽ lim sup
k→∞ F(wtk ,y) ⩽ F(x,y) ∀ y ∈ K. (2.1)

Portanto, x ∈ S(F,K). ■

Consideraremos as seguintes propriedades adicionais sobre F, afim de garantir a igua-

lade entre os conjuntos S(F,K) e SV(F,K).

(P4) F(x,y) + F(y, x) ⩽ 0 ∀(x,y) ∈ K× K, isto é, F é monótona;

(P4∗) Se para cada (x,y) ∈ K × K, F(x,y) ⩾ 0 implica F(y, x) ⩽ 0, isto é, F é pseudo-

monótona.

Observação 2.1.2. Se vale (P4), então vale (P4∗).

Exemplo 2.1.1. Considere K = Rn
+ e a bifunção F : K× K → R definida por

F(x,y) = ⟨x,y− x⟩ = ⟨x,y⟩− ||x||2.

Então, F sastifaz (P1) − (P4) e SV(F,K) = S(F,K). Vejamos,

(P1) F(x, x) = ⟨x, x− x⟩ = 0.
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(P2) Pois a função y 7→ ⟨x,y− x⟩ é afim, portanto convexa e cont́ınua.

(P3) Pois a função x 7→ ⟨x,y− x⟩, é cont́ınua.

(P4) Observe que,

F(x,y) + F(y, x) = ⟨x,y⟩− ||x||2 + ⟨y, x⟩− ||y||2

= −||x||2 + 2⟨x,y⟩− ||y||2

= −(||x||− ||y||)2 ⩽ 0.

Agora vamos encontrar SV(F,K) e S(F,K). Seja x ∈ K tal que ∀ y ∈ K temos,

F(y, x) ⩽ 0 ⇒ ⟨y, x⟩− ||y||2 ⩽ 0 ⇒ ⟨y, x⟩ ⩽ ||y||2,

dáı concluimos que SV(F,K) = {0}. Por outro lado, seja x ∈ K tal que ∀ y ∈ K

F(x,y) ⩾ 0 ⇒ ⟨x,y⟩− ||x||2 ⩾ 0 ⇒ ⟨x,y⟩ ⩾ ||x||2,

donde concluimos que S(F,K) = {0}.

O exemplo abaixo (veja [9, Exemplo 3.1]) temos que F satisfaz (P4∗), mas não satisfaz

(P4).

Exemplo 2.1.2. Considere K = [−3,∞) e a bifunção de equiĺıbrio F : K×K → R definida

por F(x,y) =
1

a
(x2+2)(y−x) com a > 0. Então, F sastifaz (P4∗), mas não satisfaz (P4).

Vejamos,

(P4∗) Para cada x,y ∈ K tal que

F(x,y) ⩾ 0 ⇒ 1

a
(x2 + 2)(y− x)0 ⇒ y ⩾ x.

Sendo, y ⩾ x ⇒ x− y ⩽ 0, temos

F(y, x) =
1

a
(y2 + 2)(x− y) ⇒ F(y, x) ⩽ 0.

(P4) Para todo x,y ∈ K tal que

F(x,y) + F(y, x) =
1

a
(x2 + 2)(y− x) +

1

a
(y2 + 2)(x− y) =

1

a

[
− (x+ y)(x− y)2

]
.

Portanto, existem x,y ∈ K tal que F(x,y) + F(y, x) > 0.

A propriedade que nos garante a igualdade entre os conjuntos S(F,K) e SV(F,K) é a

propriedade (P4∗). Vejamos.
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Proposição 2.1.2. Se F satisfaz (P1) − (P3) e (P4∗), então S(F,K) = SV(F,K).

Demonstração: Seja x ∈ S(F,K) então F(x,y) ⩾ 0 ∀ y ∈ K, pela pseudomonotonicidade

temos F(y, x) ⩽ 0, o que implica que x ∈ SV(F,K). Isso junto a Proposição 2.1.1 mostra

que os conjuntos S(F,K) = SV(F,K). ■

O exemplo a seguir (veja [12]) de uma função de equiĺıbrio (isto é, satisfaz (P1)−(P3))

mostra que a inclusão pode ser própria.

Exemplo 2.1.3. Considere K = [0,a] com a > 0 e defina F : K× K → R pondo

F(x,y) =

 −y
x
+ 1, se x > 0,

0, se x = 0.

Sejam (x,y) ∈ K× K tal que F(x,y) ⩾ 0. Temos que

(i) Se x = 0, então F(x,y) = 0 ⩾ 0 para todo y ∈ K, dáı conclui-se que 0 ∈ S(F,K);

(ii) Se x > 0 , então F(x,y) = −y
x
+ 1 ⩾ 0 ⇒ y ⩽ x ∀ y ∈ K, dáı conclui-se que

a ∈ S(F,K);

Logo, S(F,K) = {0,a}. Agora, vamos determinar PVC(F,K), isto é⋂
y∈K

LF(y) =
⋂

y∈[0,a]

{x ∈ K; F(y, x) ⩽ 0}

=
⋂

y∈[0,a]

{x ∈ K;y ⩽ x}

=
⋂

y∈[0,a]

[y,a] = {a}.

Assim, SV(F,K) = {a}, implicando que SV(F,K) ⊊ S(F,K). Esse fato ocorreu devido a F

não satisfazer (P4∗), com efeito, F(0,a) = 0 ⩾ 0, entretanto F(a, 0) = −
0

a
+ 1 = 1 ⩾ 0.

Agora, para cada p ∈ N considere os seguintes conjuntos

Kp := {x ∈ K ; ||x|| ⩽ p} e K0
p := {x ∈ K ; ||x|| < p}.

Defina também para cada y ∈ K

LF(p,y) = {x ∈ Kp ; F(y, x) ⩽ 0}.
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Lema 2.1.1. Suponha que F satisfaça (P1) − (P3). Se para algum p ∈ N e algum

x ∈
⋂

y∈Kp

LF(p,y), existe y ∈ K0
p tal que F(x,y) ⩽ 0, então F(x,y) ⩾ 0 para todo y ∈ K,

isto é, x ∈ S(F,K).

Demonstração: Se x ∈
⋂

y∈Kp

L(p,y) então, temos que F(y, x) ⩽ 0 ∀ y ∈ Kp. Logo, pela

Proposição 2.1.1 obtemos que F(x,y) ⩾ 0 ∀ y ∈ Kp. Assim necessitamos apenas provar

que F(x,y) ⩾ 0 ∀ y ∈ K \ Kp. Dado y ∈ K \ Kp e seja y ∈ K0
p, assim existe t ∈ (0, 1) tal

que z = (1− t)y+ ty ∈ Kp. De (P2) e do fato F(x,y) ⩽ 0, obtemos que,

0 ⩽ F(x, z) ⩽ (1− t)F(x,y) + tF(x,y)

⩽ (1− t)F(x,y).

Portanto, F(x,y) ⩾ 0 e y ∈ K \ Kp, do qual segue o afirmado. ■

O lema a seguir foi provado por Fan em 1961, que dará uma condição suficiente para

a existência de soluções de PVC(F,K).

Lema 2.1.2. Seja K ⊂ Rn fechado, convexo , não vazio e F : K ⇒ Rn uma aplicação

ponto-conjunto tal que, para y ∈ K, F(y) é fechado. Suponha que

(i) ∀ y1,y2, ...,ym ∈ K, conv({y1,y2, ...,ym} ⊂
m⋃
j=1

F(yj)

(ii) Existe y0 ∈ K tal que F(y0) é compacto.

Então
⋂
y∈K

F(y) ̸= ∅.

Através do lema acima e uma hipótese adicional sobre a F, iremos estabelecer uma

propriedade necessária e suficiente para garanntir a existência de soluções para PE(F,K).

(P5) Para qualquer sequência {zp} ⊂ K tal que limp→∞ ||zp|| = +∞ existe u ∈ K e p0 ∈ N

tal que F(zp,u) ⩽ 0 para todo p > p0.

Observação 2.1.3. Os Exemplos (2.1.3) e (2.1.1 )satisfazem a propriedade acima.

1. No Exemplo 2.1.3 segue do fato de que, o conjunto K = [0,a] é compacto.

2. No Exemplo 2.1.1 temos que

F(x,y) = ⟨x,y⟩− ||x||2 ⇒ F(x,y) ⩽ ||x||||y||− ||x||2.
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Portanto, segue-se da desigualdade acima que F satisfaz (P5).

Teorema 2.1.1. Supondo que F satisfaz as propriedades (P1) − (P3) e (P4∗). Então

PE(F,K) tem solução se, e somente se, (P5) é valida.

Demonstração: (⇐) Suponha que (P5) seja válida. Vamos usar o Lema 2.1.2, com K = Kp

e F(y) = LF(p,y) para isto devemos verificar a validade de suas hipóteses.

Afirmação: F(y) = L(p,y) = {x ∈ Kp; F(y, x) ⩽ 0} é fechado ∀ y ∈ Kp.

De fato, dado {wp} ⊂ F(y) tal que wp → x , como Kp é fechado, x ∈ Kp e por (P2),

tem-se F(y,wp) ⩽ 0 ⇒ F(y, x) ⩽ lim inf
p→∞ F(y,wp) ⩽ 0, ou seja, x ∈ F(y).

Verifiquemos as condições (i) e (ii) do lema.

(i) Sejamw1,w2, ...,wm ∈ Kp e x ∈ conv({w1,w2, ...,wm}), então existem λ1, λ2, ..., λm ∈

[0, 1] com

m∑
j=1

λj = 1 tal que x =

m∑
j=1

λjwj. Mostremos que x ∈
m⋃
j=1

LF(p,wj), isto é,

x ∈ Kp e F(wj, x) ⩽ 0 para algum j = 1, 2, 3, ...,m.

(1) x ∈ Kp, segue do Teorema 1.2.1 pois Kp é convexo.

(2) 0 = F(x, x) = F(x,

m∑
j=1

λjwj) ⩽
m∑
j=1

λjF(x,wj) ⩽ max
1⩽j⩽k

F(x,wj), na desigual-

dade usamos a Desigualdade de Jensen e (P2). Então 0 ⩽ F(x,wj) para algum j.

Da pseudomonotonicidade, segue que F(wj, x) ⩽ 0. Portanto, o fecho convexo de

{w1,w2, ...,wm} está contindo em

m⋃
j=1

LF(p,wj).

(ii) F(y) é compacto. Com efeito, Segue da Proposição 1.1.6, usando o fato de que

F(y) ⊂ Kp, como Kp é compacto e F(y) é fechado.

Logo, pelo Lema 2.1.2, temos que
⋂

y∈Kp

LF(p,y) ̸= ∅ para cada p ∈ N.

Agora, para cada p ∈ N escolha zp ∈
⋂

y∈Kp

LF(p,y). Teremos dois casos a considerar:

(a) Existe p ∈ N tal que ||zp|| < p. Assim, ||xp|| → +∞ quando p → ∞. Neste caso

zp ∈ K0
p tal que F(zp, zp) = 0, assim pelo Lema 2.1.1, segue que zp é solução do

PE(F,K).

(b) ||zp|| = p para todo p ∈ N. Neste caso, (P5) assegura a existência de u ∈ K e p0 ∈ N

tal que F(zp,u) ⩽ 0 para todo p ⩾ p0. Escolha p∗ > p0 tal que ||u|| < p∗. Então

F(zp
∗
,u) ⩽ 0 e u ∈ K0

p∗ , novamente, aplicando o Lema 2.1.1, concluimos que zp
∗
é

solução do EP(F,K)
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(⇒) Agora assuma que EP(F,K) tenha solução. Devemos verificar (P5). Escolha

qualquer sequência {zp} ⊂ K \ {0} com ||zp|| → ∞. Seja x∗ solução do EP(F,K), pela

Proposição 2.1.2 temos que x∗ é também solução de PVC(F,K), então u = x∗ temos que

F(zp,u) ⩽ 0 para todo p ∈ N assim (P5) se verifica. ■

O resultado anterior é válido supondo a propriedade (P4). Diante dos resultados deste

caṕıtulo, já estamos em condição de definir um algoritmo para resolver o problema de

equĺıbrio, o qual faremos no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Algoritmo do Ponto Proximal para

Problema de Equiĺıbrio

Neste caṕıtulo apresentaremos o algoritmo do ponto proximal para Problema de Equiĺıbrio,

proposto por Bento et al [1], o qual faremos no cenário Euclideano.

3.1 Algoritmo do Ponto proximal

Sejam K ⊂ Rn um conjunto convexo, fechado e não-vazio, e uma bifunção F : K×K → R,

o problema de equiĺıbrio (1), consiste em:

Encontrar x∗ ∈ K tal que F(x∗,y) ⩾ 0 ∀ y ∈ K.

A bifunção de equiĺıbrio F satisfaz (P1) − (P3). Além disso, de agora em diante, vamos

supor que F satifaz (P4) e que o conjunto S(F,K) ̸= ∅.

Antes de apresentar o algoritmo, vamos estudar algumas propriedades da função de

regularização definida em (4), ou seja,

Fλ,z(x,y) = F(x,y) + λ

[
||y− z||2 − ||x− z||2

]
, ∀ x,y ∈ K. (3.1)

para λ > 0 e z ∈ K fixos.

O próximo resultado será muito importante para garantir a boa definição do algoritmo

Lema 3.1.1. A bifunção Fλ,z satisfaz as propriedades (P1) − (P5).

Demonstração: Como F satisfaz (P1), isto é, F(x, x) = 0, segue que

Fλ,z(x, x) = F(x, x) + λ

[
||x− z||2 − ||x− z||2

]
= 0,

21
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logo Fλ,z satistaz (P1). A função y 7→ ||y− z||2 − ||x− z||2 é convexa (veja Exemplo 1.2.3)

e cont́ınua para todo x ∈ K, sendo F(x, ·) convexa e cont́ınua para todo x ∈ K, pois vale

(P2) para F, então pelas Proposições 1.2.5 e 1.1.4 segue que Fλ,z satistaz (P2). Temos

também que a função x 7→ ||y − z||2 − ||x − z||2 é cont́ınua para todo y ∈ K e como vale

(P3) para F, segue da Proposição 1.2.5 que Fλ,z satistaz (P3). Agora, vamos mostrar que

Fλ,z satisfaz (P4), pela definição de Fλ,z temos que,

Fλ,z(x,y) + Fλ,z(y, x) = F(x,y) + λ

[
||y− z||2 − ||x− z||2

]
+ F(y, x) + λ

[
||x− z||2 − ||y− z||2

]
= F(x,y) + F(y, x) + λ

[
||y− z||2 − ||x− z||2 + ||x− z||2 − ||y− z||2

]
= F(x,y) + F(y, x).

Assim, da monotonicidade de F (isto é, vale (P4)), segue o resultado.

Por fim, vamos verificar que Fλ,z satisfaz (P5), para isto, considere a sequência {z
k} ⊂ K

tal que lim
k→+∞ ||zk|| = +∞ e x∗ ∈ S(F,K). Usando a definição de Fλ,z em x = zk e y = x∗,

nós temos

Fλ,z(z
k, x∗) = F(zk, x∗) + λ

[
||x∗ − z||2 − ||zk − z||2

]
.

Como {||zk||} → ∞ quando k → ∞ , em particular {||zk − z||} → ∞, assim obtemos

que λ
[
||x∗ − z||2 − ||zk − z||2

]
→ −∞ quando k → ∞. Além disso, como {zk} ⊂ K e

x∗ ∈ PE(F,K), obtemos que F(x, zk) ⩾ 0. Agora, pela monotonicidade de F temos que

F(zk, x∗) ⩽ 0. Assim, segue o resultado. ■

Agora vamos descrever o Algoritmo do Ponto Proximal para Problema de Equiĺıbrio,

e vamos denotar por Algoritmo PPPE.

Algoritmo PPPE.

Passo 0: Dado um ponto inicial x0 ∈ K e uma sequência de números reais positivos e

limitados {λk}.

Passo 1: Dado xk ∈ K, se xk ∈ PE(F,K), pare. Caso contrário, ir para o passo 2.

Passo 2: Dado xk ∈ K, tome qualquer xk+1 ∈ K tal que

xk+1 ∈ S(Fk,K), onde Fk := Fλk,xk . (3.2)

Passo 3: Faça k := k+ 1 e retorne ao passo 1.
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Corolário 3.1.1. O Algoritmo PPPE está bem definido.

Demonstração. Fazendo λk := λ e xk := z segundo Lema 3.1.1 Fk satisfaz (P1) − (P5), e

usando Teorema 2.1.1, segue-se que S(Fk,K) ̸= ∅. ■

No restante deste trabalho, assumimos que {xk} é uma sequência gerada a partir do

Algoritmo PPPE. Levando em conta que se o Algoritmo termina após um número finito

de iterações, o mesmo termina em um ponto solução do problema de equiĺıbrio (1). Assim,

de agora em diante assumimos que {xk} é uma sequência infinita.

3.2 Análise de Convergência

Nesta seção apresentamos a análise de convergência da sequência {xk}. Vamos iniciar

apresentando o conceito de convergência de Féjer, um resultado bastante utilizado na

análise de convergência.

Definição 3.2.1. Uma sequência {yk} ⊂ Rn é chamada Féjer convergente para um con-

junto K ⊂ Rn não vazio, com respeito a norma euclidiana se

||yk+1 − y|| ⩽ ||yk − y||, ∀y ∈ K. (3.3)

Vejamos o seguinte resultado.

Proposição 3.2.1. Se {yk} é Féjer convergente em K ̸= ∅ então {yk} é limitada. Além

disso, se algum ponto de acumulação de {yk} pertence a K, então lim
k→∞yk = y.

Demonstração: Pela definição de Fejér convergência, temos:

||yk − y|| ⩽ ||yk−1 − y|| ⩽ ||yk−2 − y|| ⩽ ... ⩽ ||y0 − y||, ∀y ∈ K. (3.4)

Então, {yk} está contida na bola de centro y e raio ||y0 − y||, donde segue que {yk} é

limitada. Agora, considere {ykj} uma subsequência de {yk} tal que lim
j→∞ykj = y. Como

y ∈ K, pela definição, temos que a sequência de números reais não negativos {||yk − y||} é

decrescente e possui uma subsequência, {||ykj −y||} que converge a zero. Logo, lim
k→∞ ||yk−

y|| = 0, e portanto, lim
k→∞yk = y. ■

Precisaremos definir também o subdiferencial de uma bifunção.
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Definição 3.2.2. O subdiferencial ∂f(x, x) de uma bifunção f em x ∈ K é dada por

∂f(x, x) := {u ∈ Rn : f(x,y) ⩾ f(x, x) + ⟨u,y− x⟩ ∀ y ∈ Rn}

= {u ∈ Rn : f(x,y) ⩾ ⟨u,y− x⟩ ∀ y ∈ Rn}.

Nos resultados a seguir levaremos em consideração a definição de subdiferencial apre-

sentada acima, que pode ser encontrada em [17] . Esta definição satisfaz todas as propri-

edades de subdiferencial apresentadas no Caṕıtulo I.

Proposição 3.2.2. Para cada x∗ ∈ S(F,K) vale que

⟨xk − xk+1, x∗ − xk+1⟩ ⩽ 0.

Demonstração: A partir da definição de xk+1 e Fk temos que,

Fk(x
k+1,y) = F(xk+1,y) + λk

[
||y− xk||2 − ||xk+1 − xk||2

]
⩾ 0 ∀ y ∈ K.

Por (P1), temos que Fk(x
k+1, xk+1) = 0, segue então que

xk+1 = argmin
y∈K

Fk(x
k+1,y),

Assim, pelo Teorema 2.1.1 existe,

wk+1 ∈ ∂Fk(x
k+1, xk+1) = ∂F(xk+1, xk+1) + 2λk(x

k+1 − xk)

tal que ⟨wk+1,y− xk+1⟩ ⩾ 0 ∀ y ∈ K.

Portanto, wk+1 = uk+1 + 2λk(x
k+1 − xk) onde uk+1 ∈ ∂F(xk+1, xk+1). Segue então

da última desigualdade que ⟨uk+1 + 2λk(x
k+1 − xk),y− xk+1⟩ ⩾ 0 ∀ y ∈ K. Logo,

⟨uk+1,y− xk+1⟩ ⩾ 2λk⟨xk − xk+1,y− xk+1⟩ ∀ y ∈ K. (3.5)

Por outro lado, da convexidade de F(xk+1, ·), ou seja, da propriedade (P2), para todo

y ∈ K temos que

F(xk+1,y) ⩾ F(xk+1, xk+1) + ⟨uk+1,y− xk+1⟩ = ⟨uk+1,y− xk+1⟩. (3.6)

Seja x∗ ∈ S(F,K). então F(x∗, xk+1) ⩾ 0 ⇒ F(xk+1, x∗) ⩽ 0. Assim, de (3.6)

0 ⩾ F(xk+1, x∗) ⩾ ⟨uk+1, x∗ − xk+1⟩.

Agora, por (3.5), obtemos que

⟨xk − xk+1, x∗ − xk+1⟩ ⩽ 0.

Como queriamos mostrar. ■



Caṕıtulo 3. Algoritmo do Ponto Proximal para Problema de Equiĺıbrio 25

Teorema 3.2.1. A sequência {xk} converge para um ponto em S(F,K).

Demonstração: Seja x∗ ∈ PE(F,K). Usando a regra do paralelogramo temos que

||xk − x∗||2 = ||xk − xk+1 + xk+1 − x∗||2

= ||xk − xk+1||2 + ||xk+1 − x∗||2 + 2⟨xk − xk+1, xk+1 − x∗⟩ (3.7)

da Proposição 3.2.2, temos que

||xk − x∗||2 ⩾ ||xk − xk+1||2 + ||xk+1 − x∗||2. (3.8)

Assim, ||xk − x∗||2 ⩾ ||xk+1 − x∗||2 ⇒ ||xk − x∗|| ⩾ ||xk+1 − x∗||. Portanto, {xk} é Féjer

convergente ao conjunto S(F,K). Vejamos agora que, ||xk − xk+1|| → 0. De fato, {xk} é

Féjer convergente ao conjunto S(F,K), então a sequência {||xk − x∗||} é convergente, ou

seja ||xk+1 − x∗|| → a com a ⩾ 0. De (3.8), segue que

||xk − x∗||2 − ||xk+1 − x∗||2 ⩾ ||xk − xk+1||2 ⩾ 0.

Passando ao limite quando k → ∞, obtemos

0 = a2 − a2 ⩾ ||xk − xk+1||2 ⩾ 0.

Portanto, segue que ||xk − xk+1|| → 0. Por último, vamos mostrar que os pontos de

acomulação de {xk} pertecem a S(F,K). Como mostramos {xk} é Féjer convergente, em

particular, {xk} é limitada. Portanto, por Bolzano-Weierstrass, {xk} possui subsequência

convergente e pelo menos um ponto de acomulação. Suponhamos então que xkj → x

quando j → ∞, temos também xkj+1 → x, pois ||xk − xk+1|| → 0. Segue de (3.5) e (3.6)

que,

2⟨xk − xk+1,y− xk+1⟩ ⩽
1

λk

F(xk+1,y).

Logo, de (3.7) para y = x∗

F(xk+1,y) ⩾ λk(||x
k − x∗||2 + ||xk − xk+1||2 − ||xk+1 − x∗||2).

Assim, usando as propriedades de lim sup, xkj → x, xkj+1 → x, ||xk − xk+1|| → 0 e o

fato de que λk é limitada. Então, segue de (P3) que

0 ⩽ lim sup
j→∞ F(xkj ,y) ⩽ F(x,y) ∀y ∈ K.

Logo, x ∈ S(F,K), da Proposição 3.2.1 temos xk → x. E assim segue o resultado.

■



Caṕıtulo 4

Considerações finais

Neste trabalho estudamos o conceito de problema de equiĺıbrio estudado em Blum e

Oettli (1984), que abreviadamente representamos por PE(F,K), e seu conjunto solução

por S(F,K). Destacamos sua importância e abragência em relação a outros problemas que

em certas condiçoes podem ser visto como problemas de equiĺıbrio, a saber: problemas

de desigualdade variacional, equiĺıbrio de Nash em jogos não cooperativos, otimização

convexa, dentre outros. A bifunção de equiĺıbrio F satisfaz as propriedades(P1) − (P3),

dessa forma, o problema PE(F,K) contém o problema de viabidade convexa PVC(F,K),

cujo o conjunto solução denotamos por SV(F,K). O problema PVC(F,K) nos auxilia na

demonstração de resultados de existência para problema de equiĺıbrio, e sob a propriedade

(P4) ou (P4∗), garantimos a igualdade entre os conjuntos S(F,k) = SV(F,K). Além disso,

sob as propriedades descritas anteriormente, mostramos PE(F,K) possui solução se, e

somente se, vale a propriedade (P5).

Diante desses resultados, apresentamos um algoritmo do ponto proximal para pro-

blema de que equiĺıbrio com um novo termo de regularização, que foi proposto por Bento

et al. [1]. Mostramos que a função regularizadora do algoritmo satisfaz as propriedades

(P1) − (P5), e com isto, garantimos a boa definição do algoritmo. E por fim, fizemos a

análise de convergência da sequência gerada pelo algoritmo, mostrando sua convergência

para uma solução do problema proposto.
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