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Centro de Ciências da Natureza

Pós-Graduação em Matemática
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Não-linear em Espaços Lp-fraco e Evolução do Grupo

Linear de Schrödinger sobre um Dado Homogêneo
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Agradeço minha irmã Kássia Valéria, meu cunhado Fabricio e minha sobrinha Maria

Emanuelle por me acolherem durante graduação e mestrado, por toda atenção prestada,

e por terem uma grande contribuição nas minhas realizações. Como também meus irmãos
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Resumo

Apresentamos neste trabalho um estudo sobre a boa-colocação local e global para

equação de Schrödinger não-linear (NLS)

i∂tu+ ∆u− iλ|u|ρu = 0

em espaços Lp-fraco, também conhecidos como espaços de Marcinkiewicz. Em relação

a soluções globais no tempo, estudamos o caso em que o dado inicial é uma função ho-

mogênea ”suficientemente pequena”, e veremos que as soluções correspondentes a estes

dados são invariantes por scaling, ou seja, são auto-similares. Além disso, exibimos as pro-

priedades de estabilidade para soluções globais no tempo, e de decaimento para soluções

locais no tempo.

Palavras-chave: Equação de Schrödinger não-linear, Boa colocação, Espaços de Lorentz,

Espaços de Marcinkiewicz.
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Abstract

In this work, we present a study on the local and global well-posedness for nonlinear

Schrödinger equation (NLS)

i∂tu+ ∆u− iλ|u|ρu = 0

in Lp-weak spaces or also known as Marcinkiewicz spaces. In the regard of the global in

time solutions we study the case where inicial data is a ”sufficiently small”homogeneous

function and will see that the correponding solutions to these data is scale invariant, that

is, self-similar. Furthermore we show the stability properties to global solutions and decay

properties to local solutions.

Keywords: Nonlinear Schrödinger equation, Well-posedness, Lorentz spaces, Marcinki-

ewicz spaces.
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2.1 Desigualdade de Hölder em Lp,q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.2 Limitação do Grupo de Schrödinger em Lp,q . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

vii



3 Propriedades sobre o Fluxo Linear de Schrödinger para Funções p-
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Notações

q.s. quase sempre

q.t.p quase todo ponto

Re z parte real do número complexo z

Im z parte imaginária do número complexo z

XE função caracteŕıstica do conjunto E definida por X(x) = 1 se x ∈ E

e X(x) = 0 se x /∈ E

supp f fecho do conjunto {x ∈ D(f) : f(x) ̸= 0}

Cc(E, F) espaço de funções cont́ınuas de E em F com supp(f) compacto

Cc(Ω) espaço das funções f : Ω ⊆ Rn → C cont́ınuas com supp f

compacto em Ω

C∞
c (Ω) espaço das funções f : Ω ⊆ Rn → C infinitamente diferenciáveis

com supp f compacto em Ω

X∗ dual topológico do espaço topológico X

∂Ω fronteira de Ω, i.e., ∂Ω = Ω \Ω

ut = ∂tu =
∂u

∂t

uxi
= ∂xi

u =
∂u

∂xi

∆ =

n∑
i=1

∂2xi
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Introdução

O objetivo principal deste trabalho, que tem por base o paper de Lucas C.F. Ferreira,

E.J. Villamizar-Roa e Pablo Braz e Silva [1], é apresentar o estudo da teoria de existência

de soluções nos espaços de Lorentz do tipo Lp,∞(Rn), também chamados de espaços Lp-

fraco ou de Marcinkiewcz, para o seguinte problema de valor inicial i∂tu+ ∆u = λ|u|ρu, x ∈ Rn, t ∈ R

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Rn
(1)

onde u = u(t, x) é uma função a valores complexos, ϕ : Rn → C é um valor inicial dado,

λ é um número complexo não-nulo fixado e 0 < ρ < ∞. A equação considerada acima é

chamada equação de Schrödinger não-linear.

Sabemos que na mecânica clássica os fenômenos naturais acontecem obedecendo as leis

de Newton, e além disso, podemos pela segunda lei de Newton descrever matematicamente

o estado de um certo sistema em um instante de tempo dadas suas condições iniciais. Por

outro lado, com respeito aos estudos em mecânica quântica, tais leis não são ferramentas

interessantes de utilizar. Assim, surge naturalmente o problema de establecer uma outra

teoria sobre o comportameto de sistemas quânticos. Em 1926 o f́ısico austŕıaco Erwin

Schrödinger publicou em seus trabalhos uma forma também de descrever o comportamento

durante o tempo, agora de um sistema quântico. Tal ferramenta é na verdade uma equação

chamada equação de Schrödinger, dada por

i h
∂ψ

∂t
= −

 h2

2m

∂2ψ

∂x2
+ Vψ,

onde  h é a constante de Planck, ψ é chamada função onda e V é uma função de energia

potencial (Veja [18]). Neste sentido, a equação de Schrödinger descreve a probabilidade

de se encontrar uma part́ıcula em uma região do espaço.

A equação não-linear de Schrödinger considerada em (1) aparece na modelagem de

diversos fenêmenos f́ısicos, a saber, tal equação admite soluções chamadas solitary waves
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e descreve a evolução de ondas aquáticas; também surge em outros contextos f́ısicos que

incluem óptica não-linear, propagação de ondas eletromagnéticas e de plasma, e problemas

de instabilidade não-linear (Veja [21]).

Via transformada de Fourier podemos ver que que o problema de valor inicial em (1)

é formalmente equivalente a seguinte equação integral

u(t) = eit∆ϕ− iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u(s)|ρu(s))ds, (2)

onde a famı́lia de operadores (eit∆)t∈R é chamada grupo linear de Schrödinger, que é

definido por (
eit∆ϕ

)
(x) :=

(
e−4π2it|·|2ϕ̂

)∨
(x) = (Kt ∗ ϕ)(x), (3)

onde

Kt(x) = (4πit)−
n
2 e−

|x|2

4it ,

∧ é a transformada de Fourier e ∨ é a transformada inversa. Tal grupo determina as

soluções da equação de Schrödinger linear, isto é, a solução do problema de valor inicial i∂tu+ ∆u = 0, x ∈ Rn, t ∈ R

u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Rn

é dada por u(t, x) = (eit∆ϕ)(x).

Na teoria das equações diferenciais parciais é muito importante, além de provar a

existência de soluções para os problemas, ter também a boa-colocação deste problema.

Isso garante que considerando um dado inicial com uma boa aproximação ao que acontece

na vida real é obtida também uma solução fiel. Neste sentido, um problema em EDP é dito

bem-posto ou bem colocado se existe solução, a solução é única e existe uma dependência

cont́ınua das soluções em relação aos dados iniciais, ou seja, dados ”próximos”vão resultar

em soluções respectivas ”próximas”. (Daremos mais detalhes do caṕıtulo 4).

Umas das principais ferramentas que utilizaremos aqui para a prova dos teoremas de

boa-colocação é o teorema do ponto-fixo de Banach. Por outro lado, diferentemente do

que acontece em muitas demonstrações de boa-colocação, não utilizaremos as estimativas

de Strichartz para justificar a contração necessária para aplicar o teorema. (Por exemplo,

F. Linares e G. Ponce em [12] estabelecem a boa colocação para equação em (1) nos

espaços L2(Rn), H1(Rn) e H2(Rn)) utilizando Strichartz.) Em vez disso, utilizaremos

limitações do grupo linear de Schrödinger eit∆ em espaços de Lorentz, a saber, temos que
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para p ∈ [1, 2]

∥eit∆∥Lp(Rn)→Lp ′
(Rn) ⩽ C|t|

−n( 1
p−

1
2), t ̸= 0,

e portanto, utilizando o fato de interpolação real que (vide [3]), para 0 < p0,p1 < ∞ e

1 ⩽ q,q0,q1 ⩽ ∞, temos

(Lp0,q0(Rn),Lp1,q1(Rn))θ,q = Lp,q(Rn),

onde
1

p
=

1− θ

p0
+
θ

p1
, θ ∈ (0, 1),

podemos obter também

∥eit∆∥Lp,q(Rn)→Lp ′,q(Rn) ⩽ C|t|
−n( 1

p−
1
2), t ̸= 0.

O primeiro dos resultados que apresentamos aqui é o de boa-colocação local (Teorema

4.2). Este teorema garante que supondo nρ
2
< ρ+2

ρ+1
e considerando um dado inicial ϕ ∈

L
ρ+2
ρ+1 ,∞(Rn), existe 0 < T = T(∥ϕ∥

L
ρ+2
ρ+1 ,∞) < ∞ e uma solução u = u(t, x) satisfazendo a

equação integral (2) e pertencente ao espaço ETα,β definido por

ETα,β := {u : |t|
α−β
2 u ∈ BC((−T , T);Lρ+2,∞(Rn))}.

onde

α :=
2

ρ
−

n

ρ+ 2
e β :=

2

ρ
−
n(ρ+ 1)

ρ+ 2
.

Além disso, considerando uma sequência ϕn ∈ L
ρ+2
ρ+1 ,∞ tal que ϕn → ϕ em L

ρ+2
ρ+1 ,∞ quando

n → ∞, temos que existe 0 < T0 < ∞ tal que as soluções u e un dos respectivos dados

iniciais ϕ e ϕn pertencem a ET0
α,β para todo n suficientemente grande, e un → u em ET0

α,β

quando n→ ∞.

O segundo resultado a ser demonstrado é o de boa-colocação global. Neste caso,

podemos provar a existência de soluções u(t, x) definidas para todo t ∈ R. Isto é uma

consequência do fato que a constante de contração obtida na demonstração não depende

do tempo. Precisamente, tal teorema garante que se ρ+2
ρ+1

< nρ
2
< ρ + 2 e ϕ é uma

distribuição tal que ∥eit∆ϕ∥α = supt∈R |t|
α
2 ∥eit∆ϕ∥ρ+2,∞ < ε para ε > 0 suficientemente

pequeno, onde ∥ · ∥α é a norma do espaço Eα definido por

Eα := {u : |t|
α
2u ∈ BC(R;Lρ+2,∞(Rn))},
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então existe uma solução u ∈ Eα que satisfaz a equação integral (2) e é única em uma bola

B[0, 2ε] ⊆ Eα. Além disso, se (ϕn) é sequência de distribuições tal que ∥eit∆(ϕn−ϕ)∥α →

0 quando n → ∞ e u,un são as respectivas soluções com dados iniciais ϕ, ϕn, então

un → u quando n→ ∞ em Eα.

Uma consequência do teorema de boa-colocação global é a existência de soluções in-

variantes por scaling ou auto-similares. Para entender isso melhor, primeiramente note

que se u é solução de (1) então a aplicação uµ (chamada scaling de u) definida por

uµ(t, x) := µ
2
ρu(µ2t,µx), µ > 0,

é também solução. Dizemos então que uma solução u é auto-similar se

u(t, x) = uµ(t, x) ∀µ, t > 0, q.t.p x ∈ Rn.

i.e. u é invariante por scaling. Uma questão natural é : Existem soluções auto-similares? É

de se esperar que soluções com essa propriedade especial não são provenientes de qualquer

dado inicial ϕ. Primeiramente, veja que se u é uma solução auto-similar para o PVI (1),

então o dado inicial satisfaz

ϕ(x) = u(0, x) = uµ(0, x) = µ
2
ρu(0,µx) = µ

2
ρϕ(µx) ∀µ > 0, q.t.p x ∈ Rn,

Logo, ϕ deve ser é uma função homogênea de grau − 2
ρ
. É importante observar que, em

geral, tais funções homogêneas não pertencem aos espaços clássicos em que se faz boa

colocação para os problemas de Cauchy em EDP. Por exemplo, estas funções não estão

inclusas nos espaços de Sobolev Hs(Rn), s ⩾ 0. No que segue, garantiremos a existência

de soluções auto-similares exatamente para dados iniciais ϕ = ϕ(x) homogêneos de grau

− 2
ρ
, isto é, que satisfazem

ϕ(µx) = µ− 2
ρϕ(x) para todo µ > 0,

e tais que ∥ei∆ϕ∥Lρ+2,∞ é finita e suficientemente pequena. Para garantir a existência de

tais dados, daremos aqui a prova que para a função homogênea particular ϕ(x) = |x|−p

com 0 < Re(p) < n temos ∥ei∆ϕ∥Lr(Rn) < ∞ para r > max
{

n
Re(p)

, n
n−Re(p)

}
. Mais

ainda, veremos que

∥ei∆ϕ∥Lr(Rn) <∞
, mesmo para funções homogêneas ϕ(x) da forma

ϕ(x) =
Pk(x)

|x|k
· 1

|x|p
,
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onde 0 < Re(p) < n, Pk(x) é polinômio harmônico homogêneo de grau k e

r > max

{
n

Re(p)
,

n

n− Re(p)

}
,

de forma que podemos aplicar o corolário também para dados iniciais dessa forma.

Outro aspecto muito importante relativo as soluções obtidas nos teoremas de boa

colocação são as propriedades de decaimento para soluções locais e estabilidade assintótica

para soluções globais. O decaimento das soluções locais quando t → 0 é a propriedade

de soluções estarem “próximas” tanto quanto se queira para valores de t suficientemente

próximos da origem, desde que essa condição seja imposta sob os respectivos dados iniciais.

Já a estabilidade assintótica de soluções globais é um comportamente que acontece quando

|t| cresce, i.e., desde que os dados iniciais sob a ação do grupo linear de Schrödinger eit∆

estejam tão “próximos” quanto se queira quando |t| é suficientemente grande, então o

mesmo acontece com as respectivas soluções. Rigorosamente, apresentaremos no Teorema

5.1 que, sob as mesmas hipóteses do teorema de boa-colocação local, se u, v são soluções

obtidas a partir dos dados ϕ, ψ respectivamente, com a hipótese que

lim
t→0

|t|
α−β
2 −h∥eit∆(ϕ−ψ)∥ρ+2,∞ = 0,

onde −
[
1− α−β

2
(ρ+ 1)

]
< h, então

lim
t→0

|t|
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞.

Também, no Teorema 5.1 veremos que nas mesmas condições do teorema de boa-colocação

global, se ϕ, ψ satisfazem

lim
|t|→∞ |t|

α
2 +h∥eit∆(ϕ−ψ)∥ρ+2,∞ = 0

onde 0 ⩽ h < 1− α
2
(ρ+ 1), então

lim
|t|→∞ |t|

α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0.

A existência e unicidade de soluções para o problema de valor inicial (1) no contexto de

espaços de Sobolev Hs (s ⩾ 0) tem sido muito estudado e já possui diversos artigos nesse

sentido. Veja, por exemplo, [8],[9],[10] e [11]. Neste caso, as soluções e suas derivadas são

ditas de energia finita, ou seja, a norma L2 das destas é finita.

Um dos primeiros autores a fazer o estudo de existência e unicidade de soluções de

energia infinita para o problema (1) foram Cazenave e Weissler em [6]. Neste trabalho
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eles consideraram o espaço

Xρ :=

{
u ∈ L∞loc((0,∞),Lρ+2,∞(Rn)) : sup

t>0
t

α
2 ∥u(t)∥Lρ+2(Rn) <∞}

,

onde
α

2
=

1

ρ
−

n

2(ρ+ 2)
.

Para dados iniciais suficientemente pequenos, eles provaram a existência de soluções glo-

bais do problema (1) em Xρ, para ρ satisfazendo

ρ+ 2

ρ+ 1
<
nρ

2
< ρ+ 2.

Um trabalho mais atual e que também faz abordagem de espaços relacionados com Lp-

fraco, que são os espaços de Sobolev-Lorentz, é o paper de Vanessa B., Lucas C.F. Ferreira

e Ademir Pastor (Veja [20]). Lá eles consideram um PVI da equação de Schrödinger não-

linear com termo não-local da seguinte forma i∂tu+ Lu = a|u|α + bE(|u|γ)u, (x, t) ∈ Rn × R,

u(x, 0) = u0(x),
(4)

onde a e b são constantes complexas, 0 < α < γ são reais positivos, E é um operador linear

não-local e limitado em Lp+2,∞(Rn) (1 < p <∞) que comuta com derivadas fracionárias,

e L é um operador linear definido em termos da sua transformada de Fourier como

(Lu)∧(ξ) = q(ξ)û(ξ), ξ ∈ Rn,

onde q é função real e homogênia de grau d.

Observe que no caso particular em que L é o operador Laplaciano e b=0, então a

equação considerada no problema (4) se reduz à equação

i∂tu+ ∆u = a|u|α,

que é a mesma equação considerada em (1).

Considerando para todo s ∈ R os operadores Js e Λs dados por

Js(f)(x) :=
{
(1+ |ξ|2)

s
2 f̂
}∨

(x), Λs(f)(x) :=
{
|ξ|sf̂

}∨

(x),

os espaços de Sobolev-Lorentz homogêneos e não-homgêneos são definidos respectivamente

por

Ḣs
p+2,∞ =

{
f ∈ S ′

(Rn) : ∥Λs(f)∥p+2,∞ <∞}
,
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Hs
p+2,∞ =

{
f ∈ S ′

(Rn) : ∥Js(f)∥p+2,∞ <∞}
.

Para s,β, δ e M positivos, eles consideraram os espaços XM = XM(s,β, δ) definidos por

XM(s,β, δ) :=
{
u : (0,∞) → Hs

α+2,α : ∥u∥(β) ⩽M, ∥u∥(δ,s) ⩽M
}
,

onde

∥u∥(β) = sup
t>0

tβ∥u(t)∥α+2,∞, ∥u∥(δ,s) = sup
t>0

tδ∥Λsu(t)∥α+2,∞,
e provaram a existência e unicidade de soluções globais para (4) nos espaços XM para

α, γ tais que

0 < max{1,α} < γ,
α+ 2

α+ 1
<
nα

2
< α+ 2,

s dado por

s =
n(γ− α)

γ(α+ 2)

e satisfazendo 0 < s < 1, β e δ positivos definidos por

β =
1

α
−

n

d(α+ 2)
, δ =

1

γ
+
s

d
−

n

d(α+ 2)
,

e além disso, ρ > 0 e M > 0 tais que

ρ+ |a|C1M
α+1 + |b|C2M

γ+1 ⩽M

e

ρ+ |a|C3M
α+1 + |b|C4M

γ+1 ⩽M,

para certas constantes positivas C1,C2,C3 e C4, assumindo ainda que

|a|C1M
α + |b|C2M

γ < 1.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: No caṕıtulo 1 são dadas algumas

noções preliminares, definições e notações que irão aparecer de maneira recorrente no texto

e que colaboram na leitura e entendimento do trabalho. Também são apresentados alguns

resultados que ajudam nas demonstrações posteriores. No caṕıtulo 2 são apresentados

resultados mais espećıficos e técnicos relativos aos espaços abordados, que são os espaços

de Lorentz, e também alguns resultados acerca do grupo linear de Schrödinger que se

tornam naturalmente essenciais para os próximos caṕıtulos. No caṕıtulo 3 é feito o estudo

das propriedades do grupo linear de Schrödinger sobre um dado homogênio. Investiga-se
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tanto a suavidade como decaimento para o grupo aplicado a este tipo especial de dado.

No caṕıtulo 4 começamos a apresentar os resultados principais deste trabalho, a saber,

os teoremas de boa colocação local e global e corolários que garantem a existência de

soluções invariantes por scalling. Por fim, no caṕıtulo 5 apresentamos as propriedades

satisfeitas pelas soluções obtidas nos teoremas de boa colocação, a saber, propriedades de

decaimento e estabilidade assintótica.
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Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas fatos básicos a fim de tornar o texto o mais

auto-contido posśıvel e também fixar notações que ocorrerão no decorrer do trabalho. Para

um estudo aprofundado do conteúdo aqui exposto, sugerimos as seguintes referências : [2],

[3], [5], [7], [12], [13], [14], [15], [22].

1.1 Espaços Lp

DEnotemos por (X,Σ,µ) um espaço de medida fixado. Se f : X → C é uma função

mensurável em X e 0 < p <∞, definimos

∥f∥p =

[∫
X

|f|pdµ

] 1
p

,

(podendo acontecer de ∥f∥p = +∞) e

Lp = Lp(X,Σ,µ) = {f : X→ C mensurável | ∥f∥p < +∞}.

No caso p = ∞ definimos

L∞ = L∞(X,Σ,µ) = {f : X→ C mensurável | ∥f∥∞ < +∞}.

onde

∥f∥∞ := inf{M ⩾ 0 | µ({x ∈ X |f(x)| > M}) = 0},

convencionando inf(∅) = +∞.

Observação 1.1. Tal ı́nfimo acima é realizado, i.e., µ({x : |f(x)| > ∥f∥∞}) = 0. Com

efeito, para cada n ∈ N, existeMn > 0 tal que µ({x : |f(x)| > Mn}) = 0 eMn < ∥f∥∞+ 1
n
.
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Seja então

A =

∞⋃
n=1

{x : |f(x)| > Mn}.

Segue que µ(A) = 0. Como obviamente {x : |f(x)| > ∥f∥∞} ⊆ A, então segue a afirmação.

Assim, temos |f(x)| ⩽ ∥f∥∞ q.t.p.

Chamamos o valor ∥f∥∞ de supremo essencial de |f| e também escrevemos

ess sup
X

|f| = ∥f∥∞.

Quando não há risco de confusão denotamos Lp(X,Σ,µ) simplismente por Lp(X), Lp(µ)

ou Lp. Se ∥f∥p = 0 então f = 0 q.t.p. Por tal motivo, indentificamos as funções em Lp

que são iguais q.t.p.

Se f : X→ [−∞,+∞] é mensurável e |f|p é integrável então f é finita q.t.p. Neste caso

podemos supor f : X→ R uma função real. Assim, f ∈ Lp(µ).

O conjunto de funções Lp é um espaço vetorial complexo. Veremos que, no caso p ⩾ 1,

a função ∥ · ∥p satisfaz a desigualdade triangular (Desigualdade de Minkowski) e define

uma norma em Lp.

Dada f : X→ C, temos que f ∈ Lp se, e somente se, (Re f)+, (Re f)−, (Im f)+, (Im f)− ∈

Lp.

Nesta secção todas as funções são mensuráveis.

Definição 1.1. Dois valores p e p ′ são expoentes conjugados se

1

p
+

1

p ′ = 1, 1 < p,p ′ <∞.

Convencionamos p ′ = ∞ se p = 1 e, vice-versa, p ′ = 1 se p = ∞.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hölder). Sejam p,p ′ expoentes conjugados (finitos ou

não). Dadas f,g funções mensuráveis temos

∥fg∥1 ⩽ ∥f∥p∥g∥p ′ .

Em particular, se f ∈ Lp e g ∈ Lp ′
então fg ∈ L1 e , sob tais condições, vale a igualdade

na desigualdade acima se, e só se,

• existem α,β ⩾ 0, não ambos nulos, com α|f|p = β|g|p
′
q.t.p (p,p ′ finitos);

• |fg| = |f|∥g∥∞ q.t.p (p = 1, p ′ = ∞).
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Demonstração. Vide [5].

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Seja p ∈ [1,∞]. Então

∥f+ g∥p ⩽ ∥f∥p + ∥g∥p.

Demonstração. Vide [5]

Observação 1.2. As seguintes condições são necessárias e suficientes para a igualdade

na desigualdade de Minkowski.

• Caso p = 1: |f+ g| = |f|+ |g| q.t.p ;

• Caso 1 < p <∞: Existe uma constante λ ⩾ 0 tal que f = λg q.t.p ;

• Caso p = ∞: Se f = λg q.t.p para alguma constante λ ⩾ 0, então

∥f+ g∥∞ = ∥f∥∞ + ∥g∥∞.
No entanto, tal igualdade não implica em nenhuma condição análoga às encontradas

no caso p = 1 e 1 < p <∞.

Teorema 1.3. Seja p ∈ [1,∞]. Então, Lp é espaço de Banach.

Demonstração. Vide [5].

Definição 1.2. Seja (X,Σ,µ) um espaço de medida. Uma função f : X → C é dita

simples se o conjunto f(X) ⊆ C é finito. Se f(X) = {a1, . . . ,ak}, então a representação

padrão de f é definida por

f =

k∑
j=1

ajXAj
, (1.1)

onde Aj = f−1(aj) para todo 1 ⩽ j ⩽ k. Se além disso temos µ(Aj) < ∞ para todo

1 ⩽ j ⩽ k, então f é dita finitamente simples.

Proposição 1.1 (Densidade das funções simples em Lp). Seja p ∈ [1,∞].

a) Se p <∞, então o conjunto das funções finitamente simples

n∑
j=1

ajXEj
, com µ(Ej) <∞,

é denso em Lp.
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b) Se p = ∞, então o conjunto das funções simples é denso em L∞.
Demonstração. Vide [5].

Veremos agora a teoria de dualidade dos espaços Lp. Sejam p,q expoentes conjugados.

Pela desigualdade de Hölder, a cada g ∈ Lq corresponde um funcional linear cont́ınuo

ϕg : Lp → C dado por

ϕg(f) =

∫
X

fgdµ ∀f ∈ Lp,

e a norma do funcional ϕg é no máximo ∥g∥q. No caso espećıfico p = 2, é fácil ver que

L2 é um espaço de Hilbert munido com o produto interno dado por

ϕ,ψ ∈ L2 7→ ⟨ϕ,ψ⟩ =
∫
X

ϕψdµ.

E então é mais apropriado definir

ϕg(f) =

∫
fgdµ.

Na verdade, a aplicação g 7→ ϕg é uma isometria de Lq em (Lp)∗.

Proposição 1.2 (A norma do funcional ϕg). Sejam p e q expoentes conjugados, com

1 ⩽ q <∞. Dada g ∈ Lq, temos

∥g∥q = ∥ϕg∥ = sup
∥f∥p=1

∣∣∣∣∫ fgdµ∣∣∣∣ .
Além disso, se µ é semi-finita, i.e, para todo A mensurável tal que µ(A) = ∞ existe

B ⊆ A tal que 0 < µ(B) <∞, então o resultado é valido também para q = ∞.

Demonstração. Vide [5].

Teorema 1.4 (A isometria entre (Lp)∗ e Lp
′
). Sejam (X,µ) um espaço de medida e p,q

expoentes conjugados, com p finito.

a) Suponhamos p ̸= 1. Para cada Ψ ∈ (Lp)∗ existe g ∈ Lq satisfazendo

Ψ(f) =

∫
fgdµ ∀f ∈ Lp.

A aplicação Φ : Lq → (Lp)∗, onde Φ(g) = ϕg, é uma isometria sobrejetora.

b) Se p = 1, valem conclusões análogas ao item a) no caso em que µ é σ−finita.

Demonstração. Vide [5].
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As desigualdades dos espaços Lp são artif́ıcios muito úteis em análise. Seguem aqui,

além das desigualdades de Hölder e Minkowski, outras desigualdades interessantes e úteis

acerca dessses espaços.

Proposição 1.3 (Desigualdade de Chebyshev). Seja f ∈ Lp, com 0 < p < ∞ e α > 0.

Então,

µ({x : |f(x)| > α}) ⩽ α−p∥f∥pp.

Demonstração. De fato, se [|f| > α] = {x : |f(x)| > α} então

µ({x : |f(x)| > α}) =

∫
[|f|>α]

dµ = α−p

∫
[|f|>α]

αpdµ ⩽ α−p∥f∥pp.

A desigualdade que segue é um análogo a desigualdade de Minkowski para somas vista

anteriomente, só que agora para somas infinitas, isto é, para integrais.

Teorema 1.5 (Minkowski para Integrais). Sejam (X,M,µ) e (Y,N,ν) dois espaços de

medidas σ-finitas e seja f uma função M⊗N-mensurável no espaço produdo X× Y.

(a) Seja p ∈ [1,∞). Se f ⩾ 0 então(∫
X

(∫
Y

f(x,y)dν(y)

)p

µ(x)

) 1
p

⩽
∫
Y

(∫
X

f(x,y)pdµ(x)

) 1
p

dν(y).

(b) Seja p ∈ [1,∞]. Suponha que y 7→ ∥f(·,y)∥p é integrável. Então

x 7→
∫
Y

f(x,y)dν(y)

é finita q.t.p em X, mensurável e vale que∥∥∥∥∫
Y

f(·,y)dν(y)
∥∥∥∥
p

⩽
∫
Y

∥f(·,y)∥pdν(y) <∞.

Demonstração. Vide [5].

1.2 Espaços de Lorentz

Seja f uma função mensurável em um espaço de medida (X,µ). Definimos sua distri-

buição como a função decrescente df : [0,∞) → [0,+∞] dada por

df(α) = µ({x ∈ X : |f(x)| > α}). (1.2)

14



Agora, vamos introduzir uma outra função f∗ em [0,∞) que é decrescente e equidistribúıda

com f, ou seja,

df(α) = df∗(α)

para todo α ⩾ 0.

Definição 1.3. Seja f uma função a valores complexos definida em X. O rearranjo

decrescente de f é a função f∗ definida em [0,∞) por

f∗(t) = inf{s > 0 : df(α) ⩽ t}, (1.3)

onde convencionamos que inf ∅ = ∞. Observe que supp(f∗) ⊆ [0,µ(X)].

Exemplo 1.1. Considere a função simples

f(x) =

N∑
j=1

αjXEj
,

onde os Ej são conjuntos disjuntos de medida finita e α1 > . . .αN > 0. Não é dif́ıcil ver

que

df(α) =

N∑
j=0

BjX[αj+1,αj),

onde

Bj =

j∑
k=1

µ(Ek),

e αN+1 = 0 = B0, α0 = ∞. Observe que se B0 ⩽ t < B1 então o menor s > 0 tal

que df(s) ⩽ t é α1. Analogamente, se B1 ⩽ t < B2 então o menor s > 0 satisfazendo

df(s) ⩽ t é α2. Seguindo dessa forma, vemos que

f∗(t) =

N∑
j=1

αjX[Bj−1,Bj).

Para N = 3 temos gráficamente:
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Temos as seguintes propriedades para a função f∗.

Proposição 1.4. Para f,g, fn µ-mensuráveis, k ∈ C, 0 ⩽ t, s, t1, t2, temos:

1. f∗(df(α)) ⩽ α para todo α > 0.

2. df(f
∗(t)) ⩽ t.

3. |g| ⩽ |f| µ-q.s. implica em g∗ ⩽ f∗ e

(|f|)∗ = f∗.

4. (kf)∗ = |k|f∗.

5. (f+ g)(t1 + t2) ⩽ f∗(t1) + f∗(t2).

6. (f · g)∗(t1 + t2) ⩽ f∗(t1)g∗(t2).

7. |fn| ↑ |f| µ-q.s. implica em f∗n ↑ f.

8. |f| ⩽ lim infn→∞ |fn| µ-q.s. implica

em f∗ ⩽ lim infn→∞ f∗n.

9. f∗ é cont́ınua a direita em [0,∞).

10. df = df∗.

11. (|f|p)∗ = (f∗)p quando 0 < p <∞.

12.
∫
X
|f|pdµ =

∫∞
0 f

∗(t)pdt quando 0 <

p <∞.

13. f∗(0) = ∥f∥∞.
14. supt>0 t

qf∗(t) = supα>0 α(df(α))
q

para 0 < q <∞.
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Demonstração. Vide [13].

Agora procedemos com a definição dos espaços de Lorentz.

Definição 1.4. Dada f uma função mensurável em um espaço de medida (X,µ) e 0 <

p,q ⩽ ∞, definimos

∥f∥∗Lp,q =


(∫∞

0

[t
1
p f∗(t)]q

dt

t

) 1
q

, se q <∞
sup
t>0

t
1
p f∗(t), se q = ∞.

O conjunto de todas as f tais que ∥f∥∗Lp,q < ∞ é denotado por Lp,q(X,µ) e é chamado o

espaço de Lorentz de ı́ndices p e q. Denotamos também ∥ · ∥∗Lp,q por ∥ · ∥∗p,q.

Os espaços Lp,∞(X,µ) com 0 < p ⩽ ∞ são chamados de espaços Lp-fraco. A seguinte

proposição deixa evidente o porque dessa designação.

Proposição 1.5. Lp(X,µ) ⊆ Lp,∞(X,µ) para todo 0 < p ⩽ ∞, e vale que

∥f∥Lp,∞ ⩽ ∥f∥Lp . (1.4)

Demonstração. Segue diretamente da desigualdade de Chebyshev (Proposição 1.3) e (14)

da Proposição 1.4.

Agora, vejamos um exemplo garantindo que em geral não vale Lp,∞ ⊆ Lp.

Exemplo 1.2. Seja f(x) = |x|−b em Rn, b > 0. Obviamente f /∈ L∞(Rn). Além disso,

para todo 0 < p <∞ temos

∥f∥pLp(Rn) =

∫
Rn

|x|−bpdx = nvn

∫∞
0

r−bp+n−1dr = ∞,

onde vn é a medida da bola unitária em Rn. Portanto f /∈ Lp(Rn) seja qual for 0 < p ⩽∞. Por outo lado, é fácil ver que

df(t) = vnt
−n

b .

Logo, para 0 < p <∞ temos

sup
t>0

tpdf(t) = sup
t>0

vnt
p−n

b <∞
se, e só se, b = n

p
. Assim , temos f ∈ Lp,∞(Rn) para b = n

p
.
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As funções em Lp,q(X,µ) são consideradas iguais se são iguais µ-quase sempre. Pela

definição anterior é fácil ver que L∞,∞ = L∞ e Lp,p = Lp.

Observação 1.3. Para 0 < p, r <∞ e 0 < q ⩽ ∞ temos que

∥|g|r∥∗Lp,q = (∥g∥∗Lpr,qr)r. (1.5)

Exemplo 1.3. Com as notações do exemplo 1.1, temos que para 0 < p,q <∞
∥f∥∗Lp,q =

(
p

q

) 1
q [
αq
1B

q
p

1 + αq
2 (B

q
p

2 − B
q
p

1 ) + . . .+ αN(B
q
p

N − B
q
p

N−1)
] 1

q

,

e também

∥f∥∗Lp,∞ = sup
1⩽j⩽N

B
1
p

j αj.

Usando os argumentos anteriores e calculando a norma ∥f∥∗L∞,q , 0 < q < ∞, da função

simples f, vemos que esta é finita se, e só se, f = 0. Logo, pode-se concluir que

L∞,q(X,µ) = {0} para q <∞.

Infelizmente os funcionais ∥ · ∥∗Lp,q não satisfazem a desigualdade triângular, e então,

não são normas. Porém dadas f,g ∈ Lp,q(X,µ), usando a Proposição 1.4, temos que

(f+ g)∗(t) ⩽ f∗
(
t

2

)
+ g∗

(
t

2

)
,

e com isso, pode-se obter que

∥f+ g∥∗Lp,q ⩽ cp,q(∥f∥∗Lp,q + ∥g∥∗Lp,q),

onde cp,q = 2
1
p max(1, 2

1−q
q ). Também, ∥c·f∥∗Lp,q = |c|∥f∥∗Lp,q para todo c ∈ C, e ∥f∥∗Lp,q =

0 implica em f = 0 µ-q.s. Portanto, Lp,q(X,µ) é um espaço quasi-normado para 0 < p,q ⩽∞. Além disso, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.6. Seja (X,µ) um espaço de medida. Então, para 0 < p,q ⩽ ∞, os espaços

Lp,q(X,µ) são completos com respeito a sua quasi-norma, e portanto, eles são espaços

quasi-Banach.

Demonstração. Vide [13].

A proposição que demonstraremos adiante garante que os espaços Lp,q(Rn) são normá-

veis para certos valores de p e q, i.e, podemos introduzir uma norma em Lp,q(Rn) equiva-

lente a quasi-norma ∥ · ∥∗Lp,q a qual os torna espaços normados. Mas antes, precisaremos

do seguinte resultado.
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Lema 1.1 (Vide [4]). Seja (X,µ) espaço de medida. Dada f : X → C mensurável defina

a função f∗∗ por

f∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f∗(s)ds. (1.6)

para todo t > 0. Então, f∗∗ é não-negativa, não-crescente, e, se f = f1 + f2, para f1, f2

mensuráveis, satifaz

f∗∗(t) ⩽ f∗∗1 (t) + f∗∗2 (t) (1.7)

para todo t > 0.

Proposição 1.6. Dados 1 < p ⩽ ∞, 1 ⩽ q ⩽ ∞, defina

∥f∥Lp,q = ∥f∥p,q :=


(∫∞

0

[t
1
p f∗∗(t)]q

dt

t

) 1
q

, se 1 < p <∞, q <∞
sup
t>0

t
1
p f∗∗(t), se 1 < p ⩽ ∞, q = ∞.

(1.8)

Então, (Lp,q(X,µ), ∥ · ∥Lp,q) é espaço normado com norma equivalente a quasi-norma

∥ · ∥∗Lp,q, a saber

∥ · ∥∗Lp,q ⩽ ∥ · ∥Lp,q ⩽
p

p− 1
∥ · ∥∗Lp,q . (1.9)

Demonstração. Veja primeiramente que

f∗(t) ⩽ f∗∗(t) (1.10)

para todo t > 0. De fato, temos que

f∗∗(t) =
1

t

∫ t

0

f∗(s)ds ⩾
1

t

∫ t

0

f∗(t)ds = f∗(t).

Agora, sejam f,g ∈ Lp,q e k ∈ C. Se 1 < p <∞, q <∞, temos:

1. Se f = 0 q.t.p, então f∗∗ = 0, e logo, ∥f∥p,q = 0. Agora, se ∥f∥p,q = 0, como (pelo

Lema 1.1) f∗∗ é não-crescente e não-negativa, então

0 =

∫∞
0

[t
1
p f∗∗(t)]q

dt

t
⩾

∫x

0

[t
1
p f∗∗(t)]q

dt

t
⩾ f∗∗(x)q

∫x

0

t
q
p−1dt = f∗∗(x)qx

q
p
p

q

para todo x > 0. Logo, f∗∗ = 0, e dáı, f∗ = 0. Com mais razão, f = 0 q.t.p.

2. Temos que

(kf)∗∗ =
1

t

∫ t

0

(kf)∗(s)ds =
|k|

t

∫ t

0

f∗(s)ds = |k|f∗∗(t),

e assim, ∥kf∥p,q = |k|∥f∥p,q.
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3. Usando o Lema 1.1 e o fato de 1 ⩽ q (neste caso Lq(0,∞) é normado), temos que

∥f+ g∥p,q =

(∫∞
0

[t
1
p (f+ g)∗∗(t)]q

dt

t

) 1
q

=

(∫∞
0

[t
1
p−

1
q (f+ g)∗∗(t)]qdt

) 1
q

= ∥t
1
p−

1
q (f+ g)∗∗∥Lq(0,∞)

⩽ ∥t
1
p−

1
q f∗∗ + t

1
p−

1
qg∗∗∥Lq(0,∞)

⩽ ∥t
1
p−

1
q f∗∗∥Lq(0,∞) + ∥t

1
p−

1
qg∗∗∥Lq(0,∞)

= ∥f∥p,q + ∥g∥p,q.

Considere agora 1 < p ⩽ ∞, q = ∞, e veja que:

1. ∥f∥p,∞ = supt>0 t
1
p f∗∗(t) = 0 ⇔ f∗∗ = 0 ⇔ f = 0 q.s.

2. É obvio que ∥kf∥p,∞ = k∥f∥p,∞.
3. Usando novamente o Lema 1.1, temos

∥f+ g∥p,∞ = sup
t>0

t
1
p (f+ g)∗(t) ⩽ sup

t>0
t

1
p (f∗∗(t) + g∗∗(t))

⩽ sup
t>0

t
1
p f∗∗(t) + sup

t>0
t

1
pg∗∗(t)

= ∥f∥p,∞ + ∥g∥p,∞.

Segue que, de fato, ∥ · ∥p,q define norma em Lp,q. Além disso, como por (1.10) temos

f∗ ⩽ f∗∗, então

∥f∥∗p,q ⩽ ∥f∥p,q, f ∈ Lp,q.

Por outro lado, para 1 < p ⩽ ∞ e q = ∞ temos

∥f∥p,∞ = sup
t>0

t
1
p f∗∗(t) = sup

t>0

t
1
p

t

∫ t

0

f∗(s)ds

= sup
t>0

t
1
p

t

∫ t

0

s
1
p f∗(s)s−

1
pds

⩽ ∥f∥∗p,q sup
t>0

t
1
p−1

∫ t

0

s−
1
pds

= ∥f∥∗p,q sup
t>0

t
1
p−1 p

p− 1
t1−

1
p

=
p

p− 1
∥f∥∗p,q.
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Também, para 1 < p < ∞ e 1 ⩽ q < ∞, pela desigualdade de Hardy, fato que veremos

posteriormente (Lema 2.3), temos

∥f∥p,q =

(∫∞
0

[t
1
p f∗∗(t)]q

dt

t

) 1
q

=

(∫∞
0

[
t

1
p

t

∫ t

0

f∗(s)ds

]q
dt

t

) 1
q

⩽

(∫∞
0

[t
1
p f∗(t)]q

dt

t

) 1
q

=
p

p− 1
∥f∥∗p,q.

E segue as desigualdades em (1.9).

Observação 1.4. Com notação análoga à da proposição 1.6 acima, para toda f men-

surável em X, temos

∥f∥1,∞ := sup
t>0

tf∗∗(t) = sup
t>0

∫ t

0

f∗(s)ds =

∫∞
0

f(s)ds = ∥f∗∥L1(0,∞) = ∥f∥1, (1.11)

ou seja,

∥f∥1,∞ = ∥f∥1.

Portanto, (L1,∞(X,µ), ∥ · ∥1,∞) é também espaço normado, mas é próprio espaço L1(X,µ).

Corolário 1.1. Seja (X,µ) espaço de medida. Então (Lp,q(Xµ), ∥ · ∥Lp,q) é espaço de

Banach para 1 < p <∞ se 1 ⩽ q <∞, e 1 ⩽ p ⩽ ∞ se q = ∞.

Demonstração. Segue do Teorema 1.6 e da Proposição 1.6.

É sabido que as funções finitamente simples são densas em Lp(X,µ) para 0 < p <∞.

Temos um resultado similar para espaços de Lorentz, a saber:

Teorema 1.7. Funções finitamente simples são densas em Lp,q(X,µ) quando 0 < q <∞.

Observação 1.5. É falso que as funções simples são densas em Lp,∞ seja qual for 0 <

p ⩽ ∞. Por outro lado, combinações lineares enumeráveis de funções caracteŕısticas de

conjuntos de medida finita são densas em Lp,∞(X,µ).

1.3 A Transformada de Fourier

Nesta seção vamos abordar algumas propriedades básicas da transformada de Fourier e

das distribuições temperadas.

21



1.3.1 A Transformada de Fourier em L1(Rn)

Definição 1.5. A transformada de Fourier de uma função f ∈ L1(Rn), denotada por f̂,

é definida como

f̂(ξ) =

∫
Rn

f(x)e−2πiξ·xdx, para ξ ∈ Rn, (1.12)

onde ξ · x = ξ1 · x1 + . . .+ ξn · xn.

O seguinte teorema (vide [12]) estabelece algumas propriedades básicas da transfor-

mada em L1(Rn).

Teorema 1.8. Seja f ∈ L1(Rn). Então:

1. f→ f̂ define uma transformação linear de L1(Rn) em L∞(Rn), com

∥f̂∥∞ ⩽ ∥f∥1. (1.13)

2. f̂ é cont́ınua.

3. f̂(ξ) → 0 quando |ξ| → ∞ (Lema de Riemann-Lebesgue).

4. Se thf(x) = f(x− h) denota a tranlação por h, então

(̂thf)(ξ) = e
−2πi(h·ξ)f(ξ), e (1.14)

(1.15)

(t−hf̂)(ξ) = ̂(e−2πi(h·x)f)(ξ). (1.16)

5. Se (δaf)(x) = f(ax) denota uma dilatação por a > 0, então

(̂δaf)(ξ) = a
−nf̂(a−1ξ). (1.17)

6. Sejam g ∈ L1(Rn) e f ∗ g a convolução de f e g. Então

(f ∗ g)∧(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ). (1.18)

7. Seja g ∈ L1(Rn). Então ∫
Rn

f̂(y)g(y)dy =

∫
Rn

f(y)ĝ(y)dy. (1.19)
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Exemplo 1.4. Seja n ⩾ 1 e seja f(x) = e−4π2t|x|2 com t > 0. Veja que para t = 1, temos

pelo teorema de Fubini

f̂(ξ) =

∫
Rn

e−4π2|x|2e−2πiξ·x
dx =

n∏
j=1

∫∞
−∞ e

−4π2x2
j−2πiξjxjdxj

= e−
|ξ|2

4

n∏
j=1

∫∞
−∞ e

−4π2x2
j−2πiξjxj+

ξ2
j
4 dxj

= e−
|ξ|2

4

n∏
j=1

∫∞
−∞ e

−(2πxj+i
ξj
2 )2dxj

= e−
|ξ|2

4

n∏
j=1

∫∞
−∞ e

−(2πxj)
2

dxj

= e−
|ξ|2

4

n∏
j=1

2−1π− 1
2

= (4π)−
n
2 e−

|ξ|2

4 ,

onde usamos a identidade de integração complexa∫∞
−∞ e

−(2πxj+i
ξj
2 )2dxj =

∫∞
−∞ e

−(2πxj)
2

dxj =
1√
4π

.

No caso geral em que t > 0 é qualquer, temos

f̂(ξ) =

∫
Rn

e−4π2t|x|2e−2πiξ·x
dx

(u= x√
t
)

= t−
n
2

∫
Rn

e−4π2|u|2e−2πi
√
tξ·x
dx

= t−
n
2 (4π)−

n
2 e−

|
√
tξ|2

4

= (4πt)−
n
2 e−

|ξ|2

4t .

Além disso, fazendo a mudança de variáveis t→ 1/16π2t, obtemos que[
(4πt)−

n
2 e−

|x|2

4t

]∧
(ξ) = e−4π2t|ξ|2 .

Uma das mais importantes caracteŕısticas da transformada de Fourier é sua relação

com a derivação. Veremos essa relação nos resultados a seguir.

Proposição 1.7 (Veja [12]). Seja f ∈ L1(Rn) tal que xkf ∈ L1(Rn), onde xk denota a

k-ésima coordenada de x. Então f̂ é diferenciável com respeito a xk, e vale

∂f̂

∂xk
(ξ) = (−2πixkf)

∧(ξ). (1.20)

A fim de considerar o resultado inverso ao anterior precisamos da seguinte definição.
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Definição 1.6. Uma função f ∈ Lp(Rn) é diferenciável em Lp(Rn) com respeito a k-

ésima variável se existe g ∈ Lp(Rn) tal que∫
Rn

∣∣∣∣f(x+ tek) − f(x)t
− g(x)

∣∣∣∣p dx→ 0, quando t→ 0,

onde ek tem 1 na k-ésima coordenada e 0 nas demais. Se tal função g existe, então ela é

chamada de derivada parcial de f com respeito a k-ésima coordenada na norma Lp(Rn).

Teorema 1.9. Seja f ∈ L1(Rn) e seja g sua derivada parcial com respeito a k-ésima

coordenada na norma L1(Rn). Então ĝ(ξ) = 2πiξkf̂(ξ).

Demonstração. Vide [12].

A partir dos resultados anteriores temos as seguintes relações

(∂αf)∧(ξ) = (2πiξ)αf̂(ξ), (1.21)

(∂αf̂)(ξ) = ((−2πix)αf)∧(ξ), (1.22)

onde α = (α1, . . . ,αn) ∈ Nn é multi-́ındice e temos

|α| =
∑
j

αj, xα = xα1
1 . . . xαn

n e

∂α =
∂α1

∂xα1
1

. . .
∂αn

∂xαn
n

.

Mais geralmente, se

P(x) =
∑
|α|⩽k

Cαx
α

é um polinômio em Rn, então

(P(D)f)
∧
(ξ) = P(2πiξ)f̂(ξ) (1.23)(

P(D)f̂
)
(ξ) = (P(−2πi·)f)∧(ξ), (1.24)

onde P(D) é o operador diferencial definido por

P(D) :=
∑
|α|⩽k

Cα∂
α.
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1.3.2 A Tranformada de Fourier em L2(Rn)

Para definir a transformada de Fourier em L2(Rn) será utilizado que L1(Rn) ∩ L2(Rn) é

denso em L2(Rn).

Teorema 1.10 (Plancherel). Seja f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). Então f̂ ∈ L2(Rn) e

∥f̂∥2 = ∥f∥2. (1.25)

Demonstração. Vide [12].

O teorema acima mostra que a transformada de Fourier define uma isometria de

L1(Rn)∩ L2(Rn) em L2(Rn). Por densidade, segue que a transformada possui uma única

extensão F : L2(Rn) → L2(Rn). F é chamada de transformada de Fourier em L2(Rn) e

denotamos ainda F(φ) = φ̂.

Teorema 1.11. A transformada de Fourier define um operador unitário em L2(Rn).

Demonstração. Pela identidade de Plancherel (Teorema 1.10) a transformada é uma iso-

metria em L2(Rn), e portanto, F(L2(Rn)) é subespaço fechado de L2(Rn). Suponha que

seja subespaço próprio. Então, existe g ∈ L2(Rn) \ {0} tal que∫
Rn

f̂(ξ)g(ξ)dξ = 0 ∀f ∈ L2(Rn).

Pela identidade (1.19) segue então que∫
Rn

f(ξ)ĝ(ξ)dξ =

∫
Rn

f̂(ξ)g(ξ)dξ = 0 ∀f ∈ L2(Rn).

Portando, ĝ = 0 q.t.p. Logo, ∥g∥2 = ∥ĝ∥2 = 0, o que é um absurdo. Portanto,

F(L2(Rn)) = L2(Rn), e logo, F é bijeção.

Teorema 1.12. A inversa da transformada de Fourier F−1 pode ser definida pela fórmula

F−1f(x) = Ff(−x) ∀f ∈ L2(Rn). (1.26)

Demonstração. Vide [12].
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1.3.3 Distribuições Temperadas

Vimos que a transformada de Fourier está bem-definida em L1(Rn) e L2(Rn). Assim,

possui uma extensão natural a L1(Rn) + L2(Rn). Dáı, como Lp(Rn) ⊆ L1(Rn) + L2(Rn)

para 1 ⩽ p ⩽ 2, então a tranformada está bem-definida em Lp(Rn) neste caso. Veremos

que para p > 2 qualquer função em Lp(Rn) possui transformada no sentido distribucional.

Contudo, elas podem nao ser funções, mas distribuições temperadas.

Vamos introduzir primeiro a seguinte famı́lia de seminormas. Para cada (ν,β) ∈

(Z+)2n seja

∥|f|∥(ν,β) := ∥xν∂βx f∥∞.

Definimos agora o espaço de Schwartz S(Rn) como o espaço das funções C∞(Rn) decaindo

rápido no infinito, i.e.,

S(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : ∥|f|∥(ν,β) <∞ ∀(ν,β) ∈ (Z+)2n}.

A topologia em S(Rn) é dada pela famı́lia de seminormas ∥| · |∥(ν,β), (ν,β) ∈ (Z+)2n.

Obviamente C∞
c (Rn) ⊆ S(Rn). Além disso, S(Rn) ⊆ Lp(Rn) para todo 0 < p ⩽ ∞.

Com efeito, segue diretamente se p = ∞. Suponha 0 < p < ∞ e seja f ∈ S(Rn). Dáı,

fixe b > 0 tal que

M :=

∫
|x|>1

1

|x|bp
dx <∞.

Logo, ∫
Rn

|f(x)|pdx =

∫
|x|⩽1

|f(x)|pdx+

∫
|x|>1

(|x|b|f(x)|)p · 1

|x|bp
dx

⩽ C1∥f∥p∞ +M∥| · |bf∥p∞ <∞. (1.27)

Definição 1.7. Seja (φj) ⊆ S(Rn). Então φj → 0 em S(Rn) quando j → ∞ se para

qualquer (ν,β) ∈ (Z+)2n tem-se

∥|φj∥|(ν,β) → 0

quando j→ ∞.

Note que a desigualdade (1.27) nos garante também que se φj → 0 em S(Rn), então

φj → 0 em Lp(Rn).

A relação entre a transformada de Fourier e as funções do espaço de Schwartz é descrita

nas fórmulas (1.21) e (1.22). Mais precisamente, temos o resultado.
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Teorema 1.13 (Veja [12]). A aplicação φ 7→ φ̂ é um isomorfismo de S(Rn) nele mesmo.

Por dualidade, podemos definir as distribuições temperadas.

Definição 1.8. Dizemos que ψ : S(Rn) → C define uma distribuição temperada, i.e.,

ψ ∈ S ′(Rn) se:

1. ψ é linear.

2. ψ é cont́ınua, ou seja, dada qualquer sequência (φj) ⊆ S(Rn) tal que φj → 0 em

S(Rn) quando j→ ∞, temos ψ(φj) → 0 quando j→ ∞.

Pela desigualdade de Hölder é fácil ver que toda função f ∈ Lp(Rn), 1 ⩽ p ⩽ ∞,

define uma distribuição temperada ψf dada por

ψf(φ) =

∫
Rn

f(x)φ(x)dx. (1.28)

Mais ainda, se f é localmente integrável e de crescimento polinomial no infinito então

define uma distribuição temperada pela fórmula acima.

Diferentemente de funções, as distribuições temperadas sempre admitem tanto trans-

formada de Fourier como derivações de qualquer ordem. A saber temos as seguintes

definições.

Definição 1.9. Dada ψ ∈ S ′(Rn) sua transformada de Fourier ψ̂ ∈ S ′(Rn) é definida

por

ψ̂(φ) = ψ(φ̂), ∀ φ ∈ S(Rn). (1.29)

Definição 1.10. Seja ψ ∈ S ′(Rn) e α um multi-́ındice. Definimos a derivada de ψ de

ordem α por ∂αψ ∈ S ′(Rn) tal que

⟨∂αψ,φ⟩ = (−1)|α|⟨ψ,∂αφ⟩ ∀φ ∈ S(Rn). (1.30)

Exemplo 1.5. Seja f(x) ≡ 1 ∈ L∞(Rn), e δ0 a função delta de Dirac centrada na origem,

i.e,

δ0(x) =

 0, se x ̸= 0

+∞, se x = 0.
(1.31)

Temos que para toda φ ∈ S(Rn)

1̂(φ) = 1(φ̂) =

∫
Rn

φ̂(x)dx = φ(0) =

∫
Rn

δ0(x)φ(x)dx = δ0(φ).

Portanto, 1̂ = δ0. Não é dif́ıcil ver também que δ̂0 = 1.
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Definição 1.11. Sejam (ψj) ⊆ S ′(Rn). Então ψj → 0 quando j→ ∞ em S ′(Rn) se para

qualquer φ ∈ S(Rn) temos que ψj(φ) → 0 quando j→ ∞.

Teorema 1.14 (Veja [12]). A aplicação F : ψ 7→ ψ̂ é um isomorfismo de S ′(Rn) nele

mesmo.

Proposição 1.8 (Veja [12]). Seja φ ∈ S(Rn) e ψ ∈ S ′(Rn). Defina

(ψ ∗φ)(x) := ψ(φ(x− ·)). (1.32)

Então

ψ ∗φ ∈ C∞(Rn) ∩ S ′(Rn)

e vale

ψ̂ ∗φ = ψ̂φ̂, (1.33)

onde (ψ̂φ̂)(h) = ψ̂(φ̂h) para toda h ∈ S(Rn).

1.4 A Equação de Schrödinger Linear

Nesta seção iremos explorar algumas propriedades das soluções da equação de Schrödin-

ger linear homogênea, a saber

i∂tu+ ∆u = 0, (t, x) ∈ R× Rn. (1.34)

Considere o seguinte problema de valor inicial i∂tu+ ∆u = 0, (t, x) ∈ R× Rn

u(0) = φ.
(1.35)

Formalmente, aplicando a transformada de Fourier em ambos lados da equação em (1.35),

obtemos a EDO

i
d

dt
û(t, ξ) − 4π2|ξ|2û(t, ξ) = 0,

sujeita a condição inicial û(0, ξ) = φ̂(ξ). Pela teoria das equações diferenciais ordinárias,

sabemos que û(t, ξ) tem a forma

û(t, ξ) = Ce−4π2it|ξ|2 ,

para alguma constante C. Impondo então a condição inicial, obtemos

û(t, ξ) = e−4π2it|ξ|2φ̂(ξ) t ∈ R, ξ ∈ Rn.
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Por fim, aplicando a transformada inversa a equação acima, temos que

u(t, x) = (e−4π2it|·|2φ̂)∨(x) t ∈ R, x ∈ Rn. (1.36)

Introduzimos então a notação

eit∆φ := (e−4π2it|·|2φ̂)∨, (1.37)

e chamaremos a famı́lia de operadores {eit∆}t∈R de grupo linear de Schrödinger. Veja

ainda que pelas propriedades de convolução

eit∆φ = (e−4π2it|·|2φ̂)∨ = (e−4π2it|·|2)∨ ∗φ =
[
(4πit)−

n
2 e

|·|2
4it

]
∗φ,

i.e.,

eit∆φ =
[
(4πit)−

n
2 e

|·|2
4it

]
∗φ. (1.38)

que definimos como a solução do PVI (1.35).

Proposição 1.9 (Vide [12]). Se u(x, t) é solução de (1.34), então

u1(x, t) = e
iθu(t, x), θ ∈ R fixado,

u2(x, t) = u(x− x0, t− t0), com x0 ∈ Rn, t0 ∈ R fixados,

u3(x, t) = u(Ax, t), com A matriz ortogonal n× n,

u4(x, t) = u(x− 2x0t, t)e
i(x·x0−|x0|

2t), com x0 ∈ Rn fixado,

u5(x, t) = λ
n
2u(λx, λ2t), λ ∈ R fixado,

u6(x, t) =
1

(α+ω)
n
2
exp

[
iω|x|2

4(α+ωt)

]
u

(
x

α+ωt
,
γ+ θt

α+ωt

)
u7(x, t) = u(x,−t),

são também soluções de (1.34).

Observação 1.6. Na Proposição 1.9, a propriedade descrita por u4 é conhecida como in-

variância galileana, a descrita por u5 chama-se propriedade de escala ou scaling, enquanto

que a propriedade descrita por u6 é conhecida como invariância pseudo conforme.

As seguintes propriedades da famı́lia de operadores {eit∆}t∈R justificam a fórmula

exponencial utilizada em (1.37) para denotar as soluções do PVI (1.35).

Proposição 1.10.
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1. Para todo t ∈ R, eit∆ : L2(Rn) → L2(Rn) é uma isometria, e logo,

∥eit∆φ∥2 = ∥φ∥2 ∀φ ∈ L2((R)n).

3. ei0∆ = 1.

3. eit∆eit
′∆ = ei(t+t ′)∆ com (eit∆)−1 = e−it∆ = (eit∆)∗.

4. Fixada φ ∈ L2(Rn), a função ϕφ : R → L2(Rn) definida por ϕf(t) = e
it∆φ é uma

função cont́ınua, i.e, descreve uma curva em L2(Rn).

Demonstração. 1. Seja φ ∈ L2(Rn). Usando o fato que a tranformada de Fourier é uma

isometria em L2(Rn) (Teorema 1.10), segue que

∥eit∆φ∥2 = ∥(e−4π2it|·|2φ̂)∨∥2 = ∥e−4π2it|·|2φ̂∥2 = ∥φ∥2.

Portanto eit∆ está bem-definido de L2(Rn) em L2(Rn), e sua linearidade segue da linea-

ridade da transformada de Fourier. Além disso, a identidade anterior justifica o fato de

ser isometria.

2. Não apresenta dificuldade.

3. Veja que para quaisquer t, t ′ ∈ R temos

eit∆(eit
′∆φ) = (e−4π2it|·|2 êit

′∆φ)∨ = (e−4π2it|·|2e−4π2it ′|·|2φ)∨

= (e−4π2i(t+t ′)|·|2φ)∨

= ei(t+t ′)∆φ,

e assim, eit∆eit
′∆ = ei(t+t ′)∆. Dáı, temos que eit∆e−it∆ = ei(t−t)∆ = ei0∆ = 1, e logo,

(eit∆)−1 = e−it∆. Além disso, veja que pela fórmula de Parseval

⟨eit∆φ,ψ⟩ =
∫
Rn

(eit∆φ)(x)ψ(x)dx =

∫
Rn

e−4π2it|ξ|2φ̂(ξ)ψ̂(ξ)dξ

=

∫
Rn

φ̂(ξ)e4π2it|ξ|2ψ̂(ξ)dξ

=

∫
Rn

φ(x)(e−it∆ψ)(x)dx

= ⟨φ, e−it∆ψ⟩,

ou seja, (eit∆)∗ = e−it∆.
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4. De fato, seja φ ∈ L2(Rn) e t0 ∈ R arbitrário. Observe que pelos itens 1 e 2 anteriores,

∀t ∈ R temos

∥ϕφ(t0 + t) − ϕφ(t0)∥2 = ∥eit0∆(eit∆φ−φ)∥2

= ∥eit∆φ−φ∥2

= ∥(e−4π2it|·|2φ̂)∨ − (φ̂)∨∥2

= ∥(e−4π2it|·|2 − 1)φ̂∥2,

onde |(e−4π2it|·|2−1)φ̂| ⩽ 2|φ̂| para todo t ∈ R. Como (e−4π2it|·|2−1)φ̂→ 0 pontualmente

quando t→ 0, então segue pelo teorma da convergência dominada que

∥(e−4π2it|·|2 − 1)φ̂∥2 → 0

quando t→ 0, e segue a afirmação.

Lema 1.2. Se t ̸= 0, 1
p
+ 1

p ′ = 1 e p ′ ∈ [1, 2], então temos que eit∆ : Lp
′
(Rn) → Lp(Rn)

é cont́ınuo e vale

∥eit∆f∥p ⩽ C|t|−n
(

1
p ′−

1
2

)
∥f∥p ′ . (1.39)

Demonstração. Vide [12].

No próximo caṕıtulo veremos que pode-se estabelecer uma versão do lema acima

também para espaços de Lorentz.

1.5 Alguns resultados úteis de análise complexa

Resultados e ferramentas de análise complexa são indispensáveis para estabelecer os

teoremas principais aqui presentes ou os resultados auxiliares à demonstração desses teo-

remas. Nesta secção abordaremos alguns destes fatos.

O lema a seguir pode parecer inocente, mas é ferramenta fundamental na demonstração

dos teoremas de boa-colocação local e global que apresentaremos.

Lema 1.3. Seja 0 < ρ <∞. Então existe uma constante positiva W =W(ρ) > 0 tal que

||u|ρu− |v|ρv| ⩽W|u− v|(|u|ρ + |v|ρ),

para todos u, v ∈ C.

31



Demonstração. Sejam u, v ∈ C. Se temos u = v então a desigualdade é óbvia, qualquer

que seja W. Considere então u ̸= v, e suponha ainda que (1 − t)u + tv ̸= 0 ∀t ∈ [0, 1].

Dáı, defina para todo t ∈ [0, 1] a aplicação

γ(t) = |(1− t)u+ tv|ρ · [(1− t)u+ tv].

Segue que γ é derivável e vale que

γ ′(t) = ρ|(1−t)u+tv|ρ−1·Re((v− u)[(1− t)u+ tv])

|(1− t)u+ tv|
·[(1−t)u+tv]+|(1−t)u+tv|ρ(v−u).

Portanto,

|γ ′(t)| ⩽ ρ|(1− t)u+ tv|ρ−1 · |u− v||(1− t)u+ tv|

|(1− t)u+ tv|
· |(1− t)u+ tv|+ |(1− t)u+ tv|ρ · |v− u|

= ρ|(1− t)u+ tv|ρ · |u− v|+ |(1− t)u+ tv|ρ · |u− v|

⩽W|u− v| · |(1− t)u+ tv|ρ, (1.40)

onde W = max{1, ρ}. Além disso, temos que

|(1− t)u+ tv|ρ ⩽ [(1− t)|u|+ t|v|]ρ

⩽ [(1− t)max{|u|, |v|}+ tmax{|u|, |v|}]ρ

= max{|u|, |v|}ρ

= max{|u|ρ, |v|ρ}

⩽ |u|ρ + |v|ρ. (1.41)

Assim, de (1.40) e (1.41), segue que

|γ ′(t)| ⩽W|u− v|(|u|ρ + |v|ρ), ∀t ∈ [0, 1].

Com mais razão, temos que

||u|ρu− |v|ρv| = |γ(1) − γ(0)| =

∣∣∣∣∫ 1

0

γ ′(t)dt

∣∣∣∣
⩽

∫ 1

0

|γ ′(t)|dt

⩽
∫ 1

0

C|u− v|(|u|ρ + |v|ρ)dt

=W|u− v|(|u|ρ + |v|ρ),

e portanto,

||u|ρu− |v|ρv| ⩽W|u− v|(|u|ρ + |v|ρ).
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Suponha agora que [u, v] ∩ {0} ̸= ∅, onde

[z1, z2] := {tz1 + (1− t)z2 : t ∈ [0, 1]} ∀ z1, z2 ∈ C.

Dáı, considere

wε = v+ ε · z, ε > 0

onde z ⊥ (u− v). Neste caso, [u,wε]∩ {0} = ∅. E portanto, pelo que já foi demonstrado,

temos

||u|ρu− |wε|
ρwε| ⩽W|u−wε|(|u|

ρ + |wε|
ρ).

Fazendo ε→ 0+, obtemos então que

||u|ρu− |v|ρv| ⩽W|u− v|(|u|ρ + |v|ρ),

e segue o resultado.

1.5.1 Funções Γ (gamma), b (beta) e H

Para todo z ∈ C tal que Re(z) > 0 e todo c > 0, definimos a função gamma Γ

satisfazendo a relação

c−zΓ(z) =

∫∞
0

e−cttz−1dt. (1.42)

Proposição 1.11. A função Γ definida em (1.42) é anaĺıtica em {z ∈ C : Re(z) > 0}.

Demonstração. Vide [14].

O resultado a seguir exibe uma importante propriedade da função Γ , a saber, ela

funciona basicamente como uma extensão do fatorial para números em conjuntos mais

gerais que N.

Proposição 1.12. Se Re(z) > 0, então

Γ(z+ 1) = zΓ(z). (1.43)

Como consequência Γ(n+ 1) = n! para todo n ∈ N.

Demonstração. Vide [14].
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A seguir definimos a função beta b. Sejam z e w números complexos com parte real

positiva. Definimos

b(z,w) =

∫ 1

0

tz−1(1− t)w−1dt. (1.44)

Temos a seguinte relação entre as função gamma e beta :

b(z,w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z+w)
.

Por fim, defininimos a função H por

H(y;a,b) =

∫ 1

0

eiyrra−1(1− r)b−1dr, (1.45)

onde a,b ∈ C com Re(a),Re(b) > 0 e y ∈ C. Veja que tal função generaliza a função

beta, pois

H(0,a,b) =

∫ 1

0

ra−1(1− r)b−1dr = B(a,b).

Tal função H é separadamente anaĺıtica de y,a e b nos domı́nios especificados. Além

disso, se y ∈ R, então

|H(y;a,b)| ⩽ B(a,b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
.

1.5.2 Teorema da identidade(Prinćıpio da continuação anaĺıtica)

Definição 1.12. Seja f : Ω → C uma função definida em um subconjunto Ω ⊆ C.

Definimos o conjundo dos zeros de f por

Z(f) = {z ∈ Ω : f(z) = 0}.

O teorema da identidade é uma consequência do próximo resultado, que estabelece

uma propriedade topológica para o conjunto dos zeros de uma função anaĺıtica.

Lema 1.4. Seja Ω ⊆ C aberto e seja L o conjunto dos pontos de acumulção de Z(f) em

Ω. Se f é anaĺıtica, então L é aberto e fechado em Ω.

Demonstração. Vide Ash R., Novinger W. [15].

Teorema 1.15 (Teorema da identidade). Suponha que f é anaĺıtica em um conjunto

aberto e conexo Ω. Então, ou f é identicamente nula em Ω, ou Z(f) não possui um ponto

de acumulação.

Demonstração. Vide [15].
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Corolário 1.2. Suponha que f,g são funções anaĺıticas em um conjunto aberto e conexo

Ω tal que {z ∈ Ω : f(z) = g(z)} possui um ponto de acumulação em Ω. Então f = g em

Ω.

Demonstração. Considere h = f− g e aplique o teorema da identidade em h.

1.5.3 Sequência de funções anaĺıticas

Sabemos da análise real que o limite uniforme de uma sequência de funções dife-

renciáveis na reta pode não ser diferenciável. O seguinte teorema garante que este resul-

tado é válido quando se trata de funções complexas anaĺıticas.

Teorema 1.16. Seja Ω ⊆ C aberto. Se (fn)n∈N uma sequência de funções anaĺıticas

que converge uniformemente para f em qualquer subconjunto compacto de Ω, então f é

anaĺıtica em Ω.

Demonstração. Vide [14].

1.5.4 Funções anaĺıticas definidas em termos de integral

Muitas das funções complexas que aparecem em nossas análises são da forma

f(z) =

∫b

a

F(z, s)ds.

Os teoremas a seguir establecem condições suficientes a serem satisfeitas por F acima para

que f seja anaĺıtica.

Teorema 1.17. Seja F(z, s) definida para (z, s) ∈ Ω×[a,b] onde Ω é um conjunto aberto

de C e a,b ∈ R. Suponha que F satisfaça as seguintes propriedades:

1. F(·, s) é anaĺıtica em Ω para cada s ∈ [a,b] fixado.

2. F é cont́ınua em Ω× [a,b].

Então a função f definida em Ω por

f(z) =

∫b

a

F(z, s)ds (1.46)

é anaĺıtica.
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Demonstração. Vide [14].

Teorema 1.18. Seja F(z, s) definida para (z, s) ∈ Ω × [a,∞) onde Ω é um conjunto

aberto de C e a ∈ R. Suponha que F satisfaça as seguintes propriedades:

1. F(·, s) é anaĺıtica em Ω para cada s ∈ [a,∞) fixado.

2. F é cont́ınua em Ω× [a,∞).

3. Dados ε > 0 e K ⊆ Ω compacto, existe R > a positivo tal que∫∞
R

|F(z, s)|ds < ε

para todo z ∈ K.

Então a função f definida em Ω por

f(z) =

∫∞
a

F(z, s)ds (1.47)

é anaĺıtica.

Demonstração. Primeiramente veja que f como em (1.47) está bem-definina. De fato,

dado z0 ∈ Ω seja δ > 0 tal que B[z0, δ] ⊆ Ω. Dáı, podemos por 3., fixar R0 > a positivo

tal que ∫∞
R0

|F(z, s)|ds < 1, (1.48)

para todo z ∈ B[z0, δ]. Dáı∫∞
a

|F(z0, s)|ds =

∫R0

a

|F(z0, s)|ds+

∫∞
R0

|F(z, s)|ds <∞.

Segue a afirmação pela arbitrariedade de z0. Agora, defina para cada n ∈ N (n > a) e

z ∈ Ω

fn(z) :=

∫n

a

F(z, s)ds.

Como F(·, s) é anaĺıtica em Ω para cada s ∈ [a,n] fixado (por 1.), e F é cont́ınua em

Ω × [a,n] (por 2.), então segue do Teorema 1.17 que fn é anaĺıtica para todo n > a.

Além disso, note que dados ε > 0 e K ⊆ Ω compacto, existe (por 3.) R > a positivo tal

que ∫∞
R

|F(z, s)|ds < ε
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para todo z ∈ K. Assim, para todo n > R (R como em (1.48)) temos

|f(z) − fn(z)| =

∣∣∣∣∫∞
n

F(z, s)ds

∣∣∣∣ ⩽ ∫∞
R

|F(z, s)|ds < ε

para todo z ∈ K. Portanto, (fn) converge uniformemente para f em qualquer subconjunto

compacto de Ω. Segue do Teorema 1.16 que f é anaĺıtica.

1.5.5 Prinćıpio de Simetria

Seja Ω um subconjunto aberto de C que é simétrico com relação a reta real, i.e.

z ∈ Ω se, e somente se, z ∈ Ω.

Seja também

Ω+ = {z ∈ Ω : Im(z) > 0},

Ω− = {z ∈ Ω : Im(z) < 0},

I = Ω ∩ R.

Assim, temos Ω = Ω+ ∪ I ∪ Ω− (Nos interessa apenas o caso em que I é não-vazio).

Temos então o seguinte teorema.

Teorema 1.19 (Prinćıpio de simetria). Se f+ e f− são funções anaĺıticas em Ω+ e Ω−

respectivamente, que se estendem continuamente a I e

f+(x) = f−(x) ∀x ∈ I,

então a função f definida em Ω por

f(z) =


f+(z), z ∈ Ω+

f+(z) = f−(z), z ∈ I

f−(z), z ∈ Ω−

é anaĺıtica em todo Ω.

Demonstração. Vide [14].
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1.6 Interpolação Real

Veremos aqui uma breve introdução a espaços de interpolação real constrúıdos via

o método K. Tal noção é importante para obtenção de estimativas do grupo linear de

Schrödinger em espaços de Lorentz. Para mais detalhes veja [2].

Definição 1.13. Sejam E0 e E1 espaços normados continuamente inclusos em um espaço

vetorial topológico τ, e de modo que

E0 ∩ E1 está equipado com a norma ∥a∥E0∩E1 = max{∥a∥0, ∥a∥1}, (1.49)

E0 + E1 está equipado com a norma ∥a∥E0+E1
= inf

a=a0+a1

(∥a0∥0 + ∥a1∥1) . (1.50)

Para a ∈ E0 + E1 e t > 0 definimos

K(t;a) = inf
a=a0+a1

(∥a0∥0 + t∥a1∥1) (1.51)

e para 0 < θ < 1 e 1 ⩽ p ⩽ ∞ (ou para θ = 0, 1 com p = ∞), escreve-se

(E0,E1)θ,p =

{
a ∈ E0 + E1 | t−θK(t;a) ∈ Lp

(
R+;

dt

t

)}
(1.52)

com a norma

∥a∥(E0,E1)θ,p = ∥t−θK(t;a)∥Lp(R+;dt/t). (1.53)

A aplicação K(t;a) definida em (1.51) satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para cada t > 0 fixado, temos que K(t; ·) define uma norma em E0 +E1 equivalente

à norma em (1.50);

2. Para cada a ∈ E0+E1 fixado, K(t;a) é não-decrescente em t e K(t;a)
t

é não-crescente

em t.

3. K(t;a) é côncava e cont́ınua em relação a t.

Agora vejamos um importante e útil resultado acerca destes espaços de interpolação.

Lema 1.5. Seja A um operador linear de E0 + E1 em F0 + F1 tal que A aplica E0 em F0

com ∥Ax∥F0
⩽ M0∥x∥E0

para todo x ∈ E0, e aplica E1 em F1 com ∥Ax∥F1
⩽ M1∥x∥E1

para todo x ∈ E1. Então A é operador linear cont́ınuo de (E0,E1)θ,p em (F0, F1)θ,p para

todos θ,p, e, para 0 < θ < 1 tem-se

∥Ax∥(F0,F1)θ,p ⩽M1−θ
0 Mθ

1∥x∥(E0,E1)θ,p (1.54)

para todo x ∈ (E0,E1)θ,p.
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Demonstração. Vide [2].

Caracterizemos agora os espaços de Lorentz em termos de espaços de interpolação, a

saber, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.20. Suponha que p0,p1,q0,q1 e q são números positivos, possivelmente in-

finitos, e escreva
1

p
=

1− θ

p0
+
θ

p1
, θ ∈ (0, 1).

Então, se p0 ̸= p1
(Lp0,q0 ,Lp1,q1)θ,q = Lp,q. (1.55)

Esta fórmula também é válida no caso p0 = p = p1, desde que

1

q
=

1− θ

q0

+
θ

q1

.

Demonstração. Vide [3].
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Caṕıtulo 2

Desiguladade de Hölder e Limitação

do Operador eit∆ em Lp,q

Neste caṕıtulo apresentamos a demonstração de alguns resultados cruciais na obtenção

dos teoremas e corolários principais dessa dissertação. Mais precisamente, apresentamos

a desigualdade de Hölder em espaços de Lorentz em sua versão mais geral, estimativas

do grupo linear de Schrödinger em espaços de Lorentz e a convergência deste grupo na

norma de Lp,q relativo a funções de Schwartz.

2.1 Desigualdade de Hölder em Lp,q

A principal referência utilizada nesta seção é o artigo sobre espaços de Lorentz “Con-

volution Operators and L(p, q) Spaces” por O’Neil R. (Veja [4]).

Lema 2.1. Se f ∈ Lp,q para 1 < p <∞, 1 ⩽ q <∞ então vale que

f∗∗(x) ⩽

(
q

p

) 1
q

· ∥f∥p,q
x

1
p

.

Demonstração. De fato, note que pelo fato de f∗∗ ser não-crescente,

∥f∥qp,q =

∫∞
0

[
t

1
p f∗∗(t)

]q dt
t

⩾
∫x

0

[
t

1
p f∗∗(t)

]q dt
t

⩾ f∗∗(x)q
∫x

0

t
q
p−1dt

= f∗∗(x)q
[(
p

q

)
t

q
p

]x
0

= f∗∗(x)q
(
p

q

)
x

q
p .
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Logo,

∥f∥p,q ⩾

(
p

q

) 1
q

x
1
p f∗∗(x),

e segue o resultado.

Lema 2.2 (Calderón). Se 1 < p <∞, 1 ⩽ q < r ⩽ ∞, então Lp,q ⊆ Lp,r, e vale

∥f∥p,r ⩽
(
q

p

) 1
q−

1
r

∥f∥p,q.

Demonstração. De fato, pelo Lema 2.1 temos que

∥f∥p,q ⩾

(
p

q

) 1
q

x
1
p f∗∗(x) ∀x > 0, (2.1)

e portando, para r = ∞ temos

∥f∥p,r = ∥f∥p,∞ = sup
x>0

x
1
p f∗∗(x) ⩽

(
q

p

) 1
q

∥f∥p,q.

Agora para 1 ⩽ r <∞ , utilizando novamente o Lema 2.1 temos

∥f∥rp,r =
∫∞
0

[
x

1
p f∗∗(x)

]r dx
x

=

∫∞
0

x
r
p f∗∗(x)r

x
dx

=

∫∞
0

x
r
p f∗∗(x)r−qf∗∗(x)q

x
dx

⩽

(
q

p

) r−q
q

∥f∥r−q
p,q

∫∞
0

x
r
p

x · x
r−q
p

f∗∗(x)qdx

=

(
q

p

) r−q
q

∥f∥r−q
p,q

∫∞
0

x
q
p f∗∗(x)q

x
dx

=

(
q

p

) r−q
q

∥f∥r−q
p,q · ∥f∥qp,q

=

(
q

p

) r−q
q

∥f∥rp,q,

e portanto,

∥f∥p,r ⩽
(
q

p

) 1
q−

1
r

∥f∥p,q.

Lema 2.3 (Hardy). Sejam 1 < p <∞, 1 ⩽ q <∞ e 1
p
+ 1

p ′ = 1. Se f : [0,+∞) → R é

uma função não-negativa, então(∫∞
0

[
x

1
p

x

∫x

0

f(t)dt

]q
dx

x

) 1
q

⩽ p ′
(∫∞

0

[
x

1
p f(x)

]q dx
x

) 1
q

.
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Demonstração. Provaremos apenas o caso 1 < q < ∞, pois o caso extremo q = 1 pode

ser estabelecido por argumentos análogos. Suponha f ̸≡ 0. Se temos∫∞
0

[x
1
p f(x)]q

dx

x
= +∞

a desigualdade segue trivialmente. Suponha então [x
1
p f]q

x
= [x

q
p−1]fq ∈ L1(0,∞). Pela

desigualdade de Hölder, note que para todo x > 0∫x

0

f(t)dt =

∫x

0

[t
1
p−

1
q f(t)] · t

1
q−

1
pdt ⩽

(∫x

0

t
q
p−1f(t)qdt

) 1
q
(∫x

0

t(
1
q−

1
p )q

′
dt

) 1
q ′

=

(∫x

0

t
q
p−1f(t)qdt

) 1
q
(∫x

0

t
p−q

p(q−1)

)q−1
q

=

(∫x

0

t
q
p−1f(t)qdt

) 1
q

(
1

p−q
p(q−1)

+ 1

[
t

p−q
p(q−1)+1

]x
0

)q−1
q

=

(
q(p− 1)

p(q− 1)

)q−1
q
(∫x

0

t
q
p−1f(t)qdt

) 1
q (
x

q(p−1)
p(q−1)

)q−1
q

= C

(∫x

0

t
q
p−1f(t)qdt

) 1
q

· x
p−1
p

= C

(∫x

0

t
q
p−1f(t)qdt

) 1
q

· x
1
p ′ < +∞, (2.2)

onde

C :=

(
q(p− 1)

p(q− 1)

)q−1
q

.

Portanto f é integrável em qualquer intervalo limitado de [0,+∞) e, definindo

F(x) :=

∫x

0

f(t)dt,

temos pela desigualdade em (2.2) que

F(x)

x
1
p ′

⩽ C

(∫x

0

t
q
p−1f(t)qdt

) 1
q

.

Dáı,

lim
x→0+

F(x)

x
1
p ′

= 0. (2.3)

Agora, seja ε > 0. Um argumento análogo ao feito em (2.2) mostra que para todos

0 < ξ < x temos

F(x) − F(ξ) ⩽ C

(∫x

ξ

t
q
p−1f(t)qdt

)(
x

1
p ′ − ξ

1
p ′
)
⩽ C

(∫∞
ξ

t
q
p−1f(t)qdt

)
x

1
p ′ . (2.4)
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Mas, como t
q
p−1fq ∈ L1(0,∞), então para este ε > 0 podemos fixar um ξ0 > 0 tal que

C

∫∞
ξ0

t
q
p−1f(t)qdt < ε. (2.5)

Segue por (2.4) e (2.5) que para todo x > ξ0 temos

F(x) < εx
1
p ′ + F(ξ0).

Mas neste caso, considerando A > 0 tal que

A >

(
F(ξ0)

ε

)p ′

,

temos que

F(x) < 2εx
1
p ′ ∀x > A.

Portanto, vale também que

lim
x→+∞

F(x)

x
1
p ′

= 0. (2.6)

Considere agora 0 < a < b < ∞. Veja que, primeiramente integrando por partes, e

depois utilizando a desigualdade de Hölder, temos∫b

a

[
x

1
p

x
F(x)

]q
dx

x
=

∫b

a

x
q
p−q−1F(x)qdx

=
1(

q
p
− q

) [xq
p−qF(x)q

]b
a
−

1(
q
p
− q

) ∫b

a

x
q
p−qqF(x)q−1f(x)dx

=
p

q(1− p)

[
x

q
p−qF(x)q

]b
a
−

p

1− p

∫b

a

(x
q
p−q− 1

p+
1
qF(x)q−1)(x

1
p−

1
q f(x))dx

⩽
p

q(1− p)

[
x

q
p−qF(x)q

]b
a
−

p

1− p

(∫b

a

x
q
p−1f(x)dx

) 1
q
(∫b

a

x(
q
p−q− 1

p+
1
q )

q
q−1F(x)qdx

)q−1
q

=
p

q(1− p)

[
x

q
p−qF(x)q

]b
a
−

p

1− p

(∫b

a

x
q
p−1f(x)dx

) 1
q
(∫b

a

x
q
p−q−1F(x)qdx

)q−1
q

= −
p ′

q

[(
F(x)

x
1
p ′

)q]b
a

+ p ′
(∫b

a

[x
1
p f(x)]q

dx

x

) 1
q

(∫b

a

[
x

1
p

x
F(x)

]q
dx

x

)q−1
q

, (2.7)

notando é claro que (
q

p
− q−

1

p
+

1

q

)
q

q− 1
=
q

p
− 1− q.
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Multiplicando então ambos os lados de (2.7) por

(∫b

a

[
x

1
p

x
F(x)

]q
dx

x

)−q−1
q

obtemos que

(∫b

a

[
x

1
p

x
F(x)

]q
dx

x

) 1
q

⩽ −
p ′

q

[(
F(x)

x
1
p ′

)q]b
a

(∫b

a

[
x

1
p

x
F(x)

]q
dx

x

)−q−1
q

+ p ′
(∫b

a

[x
1
p f(x)]q

dx

x

) 1
q

⩽ −
p ′

q

[(
F(x)

x
1
p ′

)q]b
a

(∫b0

a0

[
x

1
p

x
F(x)

]q
dx

x

)−q−1
q

+ p ′
(∫b

a

[x
1
p f(x)]q

dx

x

) 1
q

, (2.8)

onde 0 < a < a0 < b0 < b <∞ estão fixados. Fazendo então a→ 0+, b→ +∞ em (2.8)

e usando (2.3) e (2.6), segue a desigualdade desejada.

Definição 2.1. Sejam (X,µ), (Y,ν) e (W,σ) espaços de medida. Um operador bilinear

P definido no produto cartesiano do conjunto de funções mensuráveis em X pelo conjunto

de funções mensuráreis em Y e tomando valores no conjunto de funções mensuráveis em

W é dito um ”Operador Produto” se

1) ∥P(f,g)∥∞ ⩽ ∥f∥∞∥g∥∞;
2) ∥P(f,g)∥1 ⩽ ∥f∥∞∥g∥1;
3) ∥P(f,g)∥1 ⩽ ∥f∥1∥g∥∞.

Teorema 2.1 (Caracterização de Operador Produto - Vide [4]). Um operador bilinear P

é um operador produto se, e somente se, para h = P(f,g) temos

xh∗∗(x) ⩽
∫x

0

f∗(t)g∗(t)dt.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Hölder nos Espaços Lp,∞). Se P é um operador produto

e

h := P(f,g),

onde f ∈ Lp1,∞, g ∈ Lp2,∞ e vale
1

p1
+

1

p2
< 1,

então h ∈ Lr,∞, onde
1

p1
+

1

p2
=

1

r
.

Além disso, temos que

∥h∥r,∞ ⩽ r ′∥f∥p1,∞∥g∥p2,∞.
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Demonstração. De fato, pelo Teorema 2.1 temos que

h∗∗(x) ⩽
1

x

∫x

0

f∗(t)g∗(t)dt ⩽
1

x

∫x

0

f∗∗(t)g∗∗(t)dt, ∀x > 0. (2.9)

Dáı, temos por (2.9) que

∥h∥r,∞ = sup
x>0

(
x

1
rh∗∗(x)

)
⩽ sup

x>0

(
x

1
r
1

x

∫x

0

f∗∗(t)g∗∗(t)dt

)
= sup

x>0

(
x

1
r−1

∫x

0

t
1
p1 f∗∗(t)t

1
p2 g∗∗(t)t−

1
rdt

)

⩽ ∥f∥p1,∞∥g∥p2,∞ sup
x>0

(
x

1
r−1

∫x

0

t−
1
rdt

)
⩽ ∥f∥p1,∞∥g∥p2,∞ sup

x>0

(
x

1
r−1 · r

r− 1
· x1− 1

r

)
= r ′∥f∥p1,∞∥g∥p2,∞,

e portanto,

∥h∥r,∞ ⩽ r ′∥f∥p1,∞∥g∥p2,∞.

Teorema 2.3 (Desigualdade de Hölder em espaços de Lorentz - Vide [4]). Seja P um

operador produto e defina

h := P(f,g),

onde f ∈ Lp1,q1 , g ∈ Lp2,q2, e temos

1

p1
+

1

p2
=

1

r
,

1

q1

+
1

q2

⩾
1

s
,

r > 1, s ⩾ 1. Então h ∈ Lr,s e existe existe C = C(s,p1,q1,p2,q2) > 0 tal que

∥h∥r,s ⩽ Cr ′∥f∥p1,q1
∥g∥p2,q2

.

Demonstração. O caso s = ∞ = q1 = q2 está demonstrado no Teorema 2.2. Conside-

remos agora o caso em que s = ∞, q1 < ∞, q2 < ∞. Então, note que pelo Teorema

2.1

∥h∥r,s = ∥h∥r,∞ = sup
x>0

x
1
rh∗∗(x) ⩽ sup

x>0

x
1
r

x

∫x

0

f∗∗(t)g∗∗(t)dt.
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Por outro lado, pelo Lema 2.1

sup
x>0

x
1
r

x

∫x

0

f∗∗(t)g∗∗(t)dt ⩽

(
q1

p1

) 1
q1

∥f∥p1,q1

(
q2

p2

) 1
q2

∥g∥p2,q2
sup
x>0

x
1
r−1

∫x

0

t
− 1

p1 t
− 1

p2 dt

=

(
q1

p1

) 1
q1

∥f∥p1,q1

(
q2

p2

) 1
q2

∥g∥p2,q2
sup
x>0

x
1
r−1

∫x

0

t−
1
rdt

=

(
q1

p1

) 1
q1

∥f∥p1,q1

(
q2

p2

) 1
q2

∥g∥p2,q2 sup
x>0

x
1
r−1

(
r

r− 1

)
x1−

1
r

= r ′
(
q1

p1

) 1
q1
(
q2

p2

) 1
q2

∥f∥p1,q1
∥g∥p2,q2

,

e portanto,

∥h∥r,s ⩽ r ′
(
q1

p1

) 1
q1
(
q2

p2

) 1
q2

∥f∥p1,q1
∥g∥p2,q2

.

Agora suponha que s,q1,q2 < ∞. Então, temos pelo Teorema 2.1 e a desigualdade de

Hardy (Lema 2.3) que

∥h∥sr,s =
∫∞
0

[
x

1
rh∗∗(x)

]s dx
x

⩽
∫∞
0

[
x

1
r

x

∫x

0

f∗∗(t)g∗∗(t)dt

]s
dx

x

⩽ (r ′)s
∫∞
0

[
x

1
r f∗∗(x)g∗∗(x)

]s dx
x

(2.10)

= (r ′)s
∫∞
0

[x
1
p1 f∗∗(x)]s · [x

1
p2 g∗∗(x)]s

x
dx.

Por outro lado, temos que 1
q1

+ 1
q2

⩾ 1
s
, e dáı, existe θ ∈ [0, 1] tal que

θ

q1

+
θ

q2

=
1

s
.

Neste caso, se m1 = q1/θs, m2 = q2/θs, então temos que

1

m1

+
1

m2

= 1,
1

m1

⩽
s

q1

,
1

m2

⩽
s

q2

.

Dáı, em (2.10), temos

∥h∥r,s ⩽ (r ′)s
∫∞
0

[x
1
p1 f∗∗(x)]s

x
1

m1

· [x
1
p2 g∗∗(x)]s

x
1

m2

dx. (2.11)

Além disso, como q1 ⩽ sm1 e q2 ⩽ sm2 então, pelo Lema de Calderón, segue que

f ∈ Lp1,sm1 , g ∈ Lp2,sm2 , e vale ainda que

∥f∥p1,sm1 ⩽

(
p1

q1

) 1
q1

− 1
sm1

∥f∥p1,q1 , ∥g∥p2,sm2 ⩽

(
q2

p2

) 1
q2

− 1
sm2

∥g∥p2,q2 . (2.12)

Dáı, temos que

[x
1
p1 f∗∗(x)]s

x
1

m1

∈ Lm1 [0,∞],
[x

1
p2 g∗∗(x)]s

x
1

m2

∈ Lm2 [0,∞],
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e pela desigualdade de Hölder (Teorema 1.1) em (2.11), obtemos

∥h∥sr,s ⩽ (r ′)s∥f∥sp1,sm1
∥g∥sp2,sm2

. (2.13)

Portanto, de (2.12) e (2.13), temos que

∥h∥r,s ⩽ r ′
(
q1

p1

) 1
q1

− 1
sm1
(
q2

p2

) 1
q2

− 1
sm2

∥f∥p1,q1∥g∥p2,q2 .

Os demais casos não apresentam dificuldade pois são apenas pequenas adaptações das

ideias utilizadas antes. E segue o resultado.

Teorema 2.4 (Desigualdade de Hölder (Padrão) em Espaços de Lorentz - Vide [4]). Seja

P um operador produto e

h := P(f,g)

onde f ∈ Lp,q1 , g ∈ Lp ′,q2 e temos

1

p
+

1

p ′ = 1,
1

q1

+
1

q2

⩾ 1.

Então, h ∈ L1(Rn) e vale

∥h∥L1 ⩽ C∥f∥p,q1
∥g∥p ′,q2

,

para alguma constante C = C(p,q1,q2) > 0.

Demonstração. De fato, note que pelo Teorema 2.1

∥h∥1,∞ = sup
x>0

xh∗∗(x) ⩽ sup
x>0

(
x · 1
x

∫x

0

f∗∗(t)g∗∗(t)dt

)
=

∫∞
0

f∗∗(x)g∗∗(x)dx

=

∫∞
0

x
1
p f∗∗(x)x

1
p ′ g∗∗(x)

x
dx. (2.14)

Note ainda que, como 1
q1

+ 1
q2

⩾ 1, então existem m1,m2 > 0 tais que

1

m1

+
1

m2

= 1, q1 ⩽ m1, q2 ⩽ m2.

Dáı, por (2.14), a desigualdade de Hölder (Teorema 1.1) e o lema de Calderón (Lema 2.2)

temos que

∥h∥1,∞ ⩽
∫∞
0

x
1
p f∗∗(x)

x
1

m1

· x
1
p ′ g∗∗(x)

x
1

m2

dx ⩽ ∥f∥p,m1
∥g∥p ′,m2

⩽

(
q1

p

) 1
q1

− 1
m1
(
q2

p ′

) 1
q2

− 1
m2

∥f∥p,q1
∥g∥p ′,q2

,
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e logo,

∥h∥1,∞ ⩽

(
q1

p

) 1
q1

− 1
m1
(
q2

p ′

) 1
q2

− 1
m2

∥f∥p,q1
∥g∥p ′,q2

(2.15)

Por outro lado, temos que

∥h∥L1(Rn) =

∫
Rn

|h(x)|dx =

∫∞
0

h∗(t)dt

= sup
x>0

∫x

0

h∗(t)dt

= sup
x>0

x · 1
x

∫x

0

h∗(t)dt

= sup
x>0

x · h∗∗(x)

= ∥h∥1,∞,
ou seja,

∥h∥L1(Rn) = ∥h∥1,∞.

Portanto, por (2.15), segue o resultado.

2.2 Limitação do Grupo de Schrödinger em Lp,q

Estabelecemos aqui um lema analógo ao Lema 1.2 para o grupo linear de Schrödinger,

e depois também, para a transformada de Fourier.

Lema 2.4 (Vide [1]). Seja 1 ⩽ d ⩽ ∞, e 1 < p < 2. Se p ′ é tal que 1
p
+ 1

p ′ = 1, então

existe uma constante C = C(n,p) > 0 tal que

∥eit∆φ∥p ′,d ⩽ C|t|−
n
2 ( 2

p−1)∥φ∥p,d, (2.16)

para toda φ ∈ Lp,d(Rn) e todo t ̸= 0.

Demonstração. Fixe t ̸= 0 e seja 1 < p0 < p < p1 < 2. Então, como 1
p1
< 1

p
< 1

p0
, então

existe θ ∈ (0, 1) tal que
1

p
=
θ

p0
+

1− θ

p1
.

Pelas estimativas do grupo de Schrödinger {eit∆} nos espaços Lq(Rn) (Lema 1.2), segue

que eit∆ : Lp0 → Lp
′
0 e eit∆ : Lp1 → Lp

′
1 são operadores limitados, e além disso, temos

∥eit∆∥
Lp0→Lp ′

0
⩽ C|t|−

n
2 ( 2

p0
−1), (2.17)

∥eit∆∥
Lp1→Lp ′

1
⩽ C|t|−

n
2 ( 2

p1
−1).
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Dáı, pelo Lema 1.5 e pelas limitações do grupo de Schrödinger em (2.17), segue que

eit∆ : (Lp0 ,Lp1)1−θ,d → (Lp0 ′ ,Lp
′
1)1−θ,d é limitado nestes espaços de interpolação, e vale

ainda que

||eit∆φ∥
(Lp

0 ′ ,Lp ′
1)1−θ,d

⩽
(
C|t|

−n
2 ( 2

p0
−1)
)θ (

C|t|
−n

2 ( 2
p1

−1)
)1−θ

∥φ∥(Lp0 ,Lp1)1−θ,d

=
(
Cθ+(1−θ)|t|

−n
2 ( 2θ

p0
−θ+

2(1−θ)
p1

−(1−θ))
)
∥φ∥(Lp0 ,Lp1)1−θ,d

= C
(
|t|

−n
2 (2[ θ

p0
+ 1−θ

p1
]−1)

)
∥φ∥(Lp0 ,Lp1)1−θ,d

= C|t|−
n
2 ( 2

p−1)∥φ∥(Lp0 ,Lp1)1−θ,d
. (2.18)

Por outro lado, segue do Teorema 1.20 que vale as seguintes igualdades de interpolação

(Lp0 ,Lp1)1−θ,d = Lp,d,

(Lp0 ′ ,Lp
′
1)1−θ,d = Lp

′,d, (2.19)

desde que 1
p

= θ
p0

+ 1−θ
p1

, 1
p ′ = θ

p ′
0
+ 1−θ

p ′
1
. Portanto, por (2.18) e pelas igualdades em

(2.19), segue a desigualdade (2.16).

Lema 2.5. Seja 1 ⩽ d ⩽ ∞, e 1 < p < 2. Se p ′ é tal que 1
p
+ 1

p ′ = 1, então

∥Fφ∥p ′,d = ∥φ̂∥p ′,d ⩽ ∥φ∥p,d, (2.20)

para toda φ ∈ Lp,d(Rn).

Demonstração. Pela desigualdade de Hausdorff-Young, temos que F : Lpj → Lp
′
j ( j = 0, 1)

é um operador limitado, e vale ainda

∥F∥
Lp0→Lp ′

0
⩽ 1, (2.21)

∥F∥
Lp1→Lp ′

1
⩽ 1.

Portanto, analogamente como no Lema 2.4, temos que F : Lp,d → Lp
′,d é um operador

limitado, e vale que

∥Fφ∥p ′,d ⩽ 1θ11−θ∥φ∥p,d = ∥φ∥p,d,

para toda φ ∈ Lp,d(Rn).

Lema 2.6. Sejam 0 < p,q ⩽ ∞. Então:

i) S(Rn) ⊆ Lp,q(Rn) (a menos do caso p = ∞ e q <∞);
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ii) Se fk → f em S(Rn) então fk → f em Lp,q(Rn).

Demonstração. O caso q = ∞ é óbvio. Consideremos então p,q <∞, e seja f ∈ S(Rn).

Sabe-se que S(Rn) ⊆ Lr(Rn) para todos 0 < r ⩽ ∞. Portanto, pela desigualdade de

Chebyshev, segue que

f∗(t) ⩽ t−
1
r ∥f∥r ∀0 < r <∞.

Fixe então r1, r2 > 0 tais que

r2 < p < r1.

Neste caso, temos que∫∞
0

[t
1
p f∗(t)]q

dt

t
=

∫∞
0

t
q
p−1f∗(t)qdt

=

∫ 1

0

t
q
p−1f∗(t)qdt+

∫∞
1

t
q
p−1f∗(t)qdt

⩽ ∥f∥qr1

∫ 1

0

t
q
p−1− q

r1 dt+ ∥f∥r2
∫∞
1

t
q
p−1− q

r2

= ∥f∥qr1

 1

q
(

1
p
− 1

r1

)tq( 1
p−

1
r1
)

1

0

+ ∥f∥qr2

 1

q
(

1
p
− 1

r2

)tq( 1
p−

1
r2
)

∞

1

=
pr1

q(r1 − p)
∥f∥qr1 +

pr2

q(p− r2)
∥f∥qr2 <∞,

e segue a afirmação do item i). Além disso, pela desigualdade acima, temos que(∫∞
0

[t
1
p f∗(t)]q

dt

t

) 1
q

⩽

(
pr1C

q
1

q(r1 − p)
+

pr2C
q
2

q(p− r2)

) 1
q

d(f, 0), (2.22)

onde C1 = C1(r1),C2 = C2(r2) > 0 são tais que

∥f∥r1 ⩽ C1d(f, 0) ∥f∥r2 ⩽ C2d(f, 0)

e d representa a métrica padrão do espaço de Schwartz S(Rn). Dáı, se fk → f em S(Rn)

então d(fk − f, 0) → 0, e logo, o item ii) segue da desigualdade (2.22).

Lema 2.7. Sejam 2 ⩽ p <∞ e 1 ⩽ q <∞. Então

lim
t→0

∥eit∆η− η∥p,q = 0, (2.23)

para toda η ∈ S(Rn).
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Demonstração. De fato, fixe η ∈ S(Rn). Note que, pelo Lema 2.5, temos

∥eit∆η− η∥p,q = ∥
(
e−4π2it|·|2η̂

)∨
− (η̂)∨∥p,q

⩽ ∥e−4π2it|·|2η̂− η̂∥p ′,q.

Assim, é suficiente provarmos que

∥e−4π2it|·|2η̂− η̂∥p ′,q → 0

quando t→ 0. Mas de fato, observe primeiramente que para toda f ∈ Lp ′,q temos

∥f∥p ′,q =

(∫∞
0

[s
1
p ′ f∗∗(s)]q

ds

s

) 1
q

⩽ p

(∫∞
0

[s
1
p ′ f∗(s)]q

ds

s

) 1
q

= p

(∫∞
0

[s
1
p ′−

1
q f∗(s)]qdt

) 1
q

= p∥s
1
p ′−

1
q f∗∥Lq(0,∞).

Logo,

∥e−4π2it|·|2η̂− η̂∥p ′,q ⩽ p
∥∥∥s 1

p ′−
1
q

(
e−4π2it|·|2η̂− η̂

)∗∥∥∥
Lq(0,∞)

. (2.24)

Agora, fixe ξ ∈ Rn e t > 0 arbitrários. Note que a função γ : s ∈ [0, t] 7→ γ(s) =

e−4π2is|ξ|2 − 1 é de classe C1. Dáı, temos que

|e−4π2it|ξ|2 − 1| = |γ(t) − γ(0)| =

∣∣∣∣∫ t

0

γ ′(s)ds

∣∣∣∣ ⩽ ∫ t

0

4π2|ξ|2ds = 4π2|ξ|2t.

Portanto,

|e−4π2it|ξ|2 − 1| ⩽ 4π2t|ξ|2 ∀t > 0, ∀ξ ∈ Rn.

Dáı, como η ∈ S(Rn) então existe C > 0 tal que 4π2|ξ|2|η̂(ξ)| ⩽ C para todo ξ ∈ Rn.

Logo

|e−4π2it|ξ|2η̂− η̂| ⩽ 4π2t|ξ|2|η̂(ξ)| ⩽ Ct ∀t > 0, ∀ξ ∈ Rn.

Com mais razão, (
e−4π2it|ξ|2η̂− η̂

)∗
(s) ⩽ (Ct)∗(s) = Ct ∀s > 0.

Portanto, s
1
p ′−

1
q

(
e−4π2it|ξ|2η̂− η̂

)∗
→ 0 pontualmente quando t → 0. Além disso, do

fato que

|e−4π2it|·|2η̂− η̂| ⩽ 2|η̂|
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segue que

s
1
p ′−

1
q

(
e−4π2it|·|2η̂− η̂

)∗
(s) ⩽ 2s

1
p ′−

1
q (η̂)∗(s) ∀s > 0,

onde s
1
p ′−

1
q (η̂)∗ ∈ Lq(0,∞). Portanto, pelo Teorema da Convergência Dominada, segue

que

∥s
1
p ′−

1
q

(
e−4π2it|·|2η̂− η̂

)∗
∥Lq(0,∞) → 0 (2.25)

quando t→ 0. Portanto, por (2.24) e (2.25), temos que

∥e−4π2it|·|2η̂− η̂∥p ′,q → 0

quando t→ 0, e segue o resultado.
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Caṕıtulo 3

Propriedades sobre o Fluxo Linear

de Schrödinger para Funções

p-homogêneas

Neste caṕıtulo apresentamos os resultados mais técnicos presentes neste trabalho. Tais

resultados, juntamente com os teoremas de boa colocação, nos garantem por exemplo a

existência de soluções auto-similares para NLS (1) em espaços Lp-fraco. Precisamente,

estamos interessados em saber quando temos

eit∆φ ∈ Lr(Rn) ∩ C∞(Rn) (3.1)

para certas funções p-homogêneas e certos valores de r (0 < r ⩽ ∞). Primeiramente,

definamos o que seria uma função p-homogênea.

Definição 3.1. Uma função φ em Rn é p-homogênea (ou homogênea de grau −p), p ∈ C,

se

λpφ(λx) = φ(x) ∀λ > 0,

ou seja,

φ(λx) = λ−pφ(x).

Aqui está um roteiro de como (3.1) será estebelecido (reforçando que tal processo é apli-

cado para funções p-homogêneas espećıficas):
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1. Primeramente utilizamos a função gama como em (1.42) e o núcleo de Gauss definido

por

Gt(x) := (4πt)−
n
2 e−

|x|2

4t t > 0, x ∈ Rn,

de forma a obter uma expressão para et∆φ para t > 0.

2. Utilizando o Teorema da Identidade (Teorema 1.15) de análise complexa podemos

estender a expressão obtida em 1 anterior para it com t > 0, e assim, obtemos uma

expressão para eit∆φ em termos da função H definida em (1.45).

3. Usando que H(y;a,b) é separadamente anaĺıtica, conclúımos que

eit∆φ ∈ C∞(Rn).

4. Formulando então uma expressão mais expĺıcita para a função H, garantimos que

|(eit∆φ)(x)| ⩽ K1|x|
−Re(p) + K2|x|

Re(p)−n

para x ∈ Rn \ B(0,R) e K1,K2 dependendo de n,p, t e R.

5. Finalmente, utilizando 3 e 4 anteriores, conclúımos que eit∆φ ∈ Lr(Rn) para

r > max

{
n

Re(p)
,

n

n− Re(p)

}
.

Seja w uma função em S(Rn). Sabe-se que u(t, x) = (eit∆w)(x) é a única solução

para o problema de valor inicial envolvendo a equação linear de Schrödinger i∂tu+ ∆u = 0

u(0) = ϕ.

Definindo uµ(t, x) := u(µ
2t,µx), não é dif́ıcil verificar que uµ também satisfaz a equação

linear de Schrödinger. Por outro lado, temos

uµ(0, x) = u(0,µx) = w(µx) = δµw,

onde δµ é o operador dilatação por µ. Portanto, por unicidade de solução da equação

linear de schrödinger em S(Rn), segue que

uµ(t) = e
it∆(δµw) (3.2)
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Dáı, como uµ(t, x) = u(µ
2t,µx) = [δµ(e

iµ2t∆w)](x), temos de (3.2) que

eit∆(δµw) = δµ(e
iµ2it∆w). (3.3)

Vejamos que a fórmula (3.3) também é válida para distribuições temperadas, onde para

toda f ∈ S ′
(Rn) e µ > 0 definimos a distribuição δµf ∈ S

′
(Rn) por

⟨δµf,g⟩ := µ−n⟨f, δ 1
µ
g⟩ ∀ g ∈ S(Rn).

De fato, sejam f ∈ S ′(Rn) e ψ ∈ S(Rn) quaisquer. Utilizando (3.3), temos para todos

µ > 0 e t ∈ R

⟨δµ(eiµ
2t∆f),ψ⟩ = µ−n⟨eiµ2t∆f, δ 1

µ
ψ⟩

= µ−n⟨f, eiµ2it∆δ 1
µ
ψ⟩

= µ−n⟨f, δ 1
µ
(eit∆ψ)⟩

= ⟨δµf, eit∆ψ⟩

= ⟨eit∆(δµf),ψ⟩.

Como ψ é arbitrária, segue que

δµ(e
iµ2t∆f) = eit∆(δµf), (3.4)

e segue a afirmação. Em particular, se φ é uma função p-homogênea que define dis-

tribuição temperada (por exemplo, se φ ∈ Lq,∞(Rn), com 1 ⩽ q ⩽ ∞, então uma

consequência da desigualdade de Hölder em espaços de Lorentz (Teorema 2.3) é que

φ ∈ S ′(Rn)), então utilizando a fórmula (3.4) e a homogeneidade de φ, temos que

µ−p(eit∆φ) = eit∆(δµφ) = δµ(e
iµ2t∆φ),

e portanto,

eit∆φ = µ−pδµ(e
iµ2t∆f). (3.5)

Em particular, se µ = t−
1
2 com t > 0 em (3.5), então

eit∆φ = t−
p
2 δ

t−
1
2
(ei∆φ).

Portanto, temos os seguintes fatos que podem facilitar nossas análises:

• ei∆φ ∈ C∞(Rn) ⇒ eit∆φ ∈ C∞(Rn) ∀t > 0;
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• ei∆φ ∈ Lr, 0 < r ⩽ ∞ ⇒ eit∆φ ∈ Lr ∀t > 0, e vale a fórmula

∥eit∆φ∥r = ∥t−
p
2 (ei∆φ)(t−

1
2 ·)∥r =

 t
n
2r−

Re(p)
2 ∥ei∆φ∥r, se r <∞

t−
Re(p)

2 ∥ei∆φ∥∞, se r = ∞.
(3.6)

Assim, temos a seguinte definição.

Definição 3.2. Uma função p-homogênea φ, onde 0 < Re(p) < n, é dita SC-regular se

eit∆φ ∈ Lr(Rn) ∩ C(Rn) para todo t > 0 e todo r tal que

r > max

{
n

Re(p)
,

n

n− Re(p)

}
.

Para tal r, ∥eit∆φ∥r claramente verifica a fórmula (3.6). Se em adição,

eit∆φ ∈ C∞(Rn)

para todo t > 0, então φ é dita SC∞-regular.
Observe que dada uma função φ p-homogênea temos para todo x ̸= 0

φ(x) = φ

(
|x|x

|x|

)
= φ

(
x

|x|

)
|x|−p = w(x)|x|−p,

onde w = φ
(

·
|·|

)
é uma função homogênea de grau 0. Convém então primeiramente nos

focarmos sobre estudo do grupo de Schrödinger aplicado à função | · |−p, pois como vimos

acima, todas as outras estão relacionadas a ela de certa forma.

Veja que se φ = | · |−p, então φ /∈ C(Rn) e também φ /∈ Lr(Rn) seja qual for

1 ⩽ r ⩽ ∞. Porém, o que veremos nos resultados a seguir, é que a imagem de φ pelo

fluxo tem propriedades tanto de suavidade como de decaimento.

Proposição 3.1. Seja φ(x) = |x|−p onde 0 < Re(p) < n. Para t > 0 e x ∈ Rn,

(eit∆φ)(x) = (4it)−
p
2 Γ(p/2)−1H

(
|x|2

4t
;
p

2
,
n− p

2

)
,

onde H é a função definida em (1.45) por

H(y;a,b) =

∫ 1

0

eiyrra−1(1− r)b−1dr,

para a,b ∈ C com Re(a),Re(b) > 0 e y ∈ C.
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Demonstração. Com efeito, utilizando a expressão da função Γ para c = |x|2 e z = p
2
em

(1.42) e a mudança de variáveis t = 1
4s
, temos para todo x ̸= 0

|x|−p = (|x|2)−
p
2 = Γ(p/2)−1

∫∞
0

e−|x|2tt
p
2−1dt

= Γ(p/2)−1

∫∞
0

e−
|x|2

4s

(
1

4s

)p
2−1

1

4s2
ds

= 4−
p
2 Γ(p/2)−1

∫∞
0

e−
|x|2

4s s−
p
2−1ds

= 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫∞
0

(4πs)−
n
2 e−

|x|2

4s s
n
2 −

p
2−1ds

= 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫∞
0

Gs(x)s
n
2 −

p
2−1ds,

onde Gs(x) = (4πs)−ne
|x|2

4s é o núcleo de Gauss. Vejamos que a integral acima é ab-

solutamente convergente para cada x ̸= 0, e também, é absolutamente convergente em

L1(Rn) + C0(Rn) no sentido de Bochner (veja [7] Cap.1). De fato, fixado x ̸= 0 temos

que Gs(x) = (4πs)−
n
2 e−

|x|2

4s → 0 quando s→ 0+, e dáı, existe δ > 0 tal que

0 < s < δ⇒ Gs(x) ⩽ 1.

Portanto, usando também que e−
|x|2

4s ⩽ 1 ∀s > 0 , temos que∫∞
0

|Gs(x)s
n
2 −

p
2−1|ds ⩽

∫δ

0

s
n
2 −

Re(p)
2 −1ds+ (4π)−

n
2

∫∞
δ

s−
Re(p)

2 −1ds <∞,

pois 0 < Re(p) < n. Além disso, observe que∫∞
0

Gs(x)s
n
2 −

p
2−1ds =

∫ 1

0

Gs(x)s
n
2 −

p
2−1ds+

∫∞
1

Gs(x)s
n
2 −

p
2−1ds,

onde temos que∫ 1

0

∥Gs(·)s
n
2 −

p
2−1∥1ds =

∫ 1

0

s
n
2 −

Re(p)
2 −1ds <∞ (∥Gs(·)∥1 = 1),

e ∫∞
0

∥Gs(·)s
n
2 −

Re(p)
2 −1∥∞ds ⩽ (4π)−

n
2

∫∞
1

s−
Re(p)

2 −1ds <∞.

E segue as afirmações. Portanto, temos

φ = 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫∞
0

Gs(·)s
n
2 −

p
2−1ds,

e pela convergência da integral acima em L1(Rn)+C0(Rn), podemos aplicar o semigrupo

do calor et∆ para t > 0 em ambos lados da equação, onde

et∆f := Gt ∗ f.
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Assim, temos

(et∆φ)(x) = 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫
Rn

Gt(y)

∫∞
0

Gs(x− y)s
n
2 −

p
2−1ds dy

= 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫
Rn

∫∞
0

Gt(y)Gs(x− y)s
n
2 −

p
2−1ds dy

= 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫∞
0

∫
Rn

Gt(y)Gs(x− y)dy s
n
2 −

p
2−1ds

= 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫∞
0

(et∆Gs)(x)s
n
2 −

p
2−1ds, (3.7)

onde comutamos as integrais acima utilizando o Teorema de Fubini, um vez que (por

cáculos análogos aos feitos anteriormente)∫∞
0

∫
Rn

Gt(y)Gs(x− y)dy s
n
2 −

p
2−1ds <∞.

Note ainda que

(et∆Gs)
∧(ξ) = Ĝt(ξ)Ĝs(ξ) = e

−4π2t|ξ|2e−4π2s|ξ|2 = e−4π2(t+s)|ξ|2 = Ĝt+s(ξ),

e logo,

et∆Gs = Gt+s. (3.8)

Dáı, por (3.7) e (3.8) temos que

et∆φ = 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫∞
0

Gt+s(·)s
n
2 −

p
2−1ds. (3.9)

De maneira análoga ao que foi feito anteriormente, vemos agora que a integral (3.9) acima

converge absolutamente em C0(Rn). Consideremos a mudança de variáveis r = t
s+t

.

Então, para todo x ∈ Rn temos

(et∆φ)(x) = 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫ 0

1

G t
r
(x)

(
t

r
− t

)n
2 −

p
2−1(

−
t

r2

)
dr

= 4−
p
2 (4π)

n
2 Γ(p/2)−1

∫ 1

0

G t
r
t

n
2 −

p
2 r

p
2−

n
2 −1(1− r)

n
2 −

p
2−1dr

= (4t)−
p
2 (4πt)

n
2 Γ(p/2)−1

∫ 1

0

(4πt)−
n
2 e−

r|x|2

4t r
n
2 r

p
2−

n
2 −1(1− r)

n
2 −

p
2−1dr

= (4t)−
p
2 Γ(p/2)−1

∫ 1

0

e−
r|x|2

4t r
p
2−1(1− r)

n
2 −

p
2−1dr. (3.10)

Vejamos que a fórmula em (3.10) é válida não só para t > 0, mas para todo t ∈ C tal

que Re(t) > 0. Para isso, considere uma função η ∈ S(Rn). Neste caso, sabe-se que

a aplicação t 7→ ⟨et∆φ,η⟩ é anaĺıtica no semiplano Re(t) > 0 e cont́ınua no semiplano

58



Re(t) ⩾ 0. Por outro lado, se multiplicarmos o lado direito da igualdade em (3.10) por

η(x) e integrarmos em Rn, o resultado será uma função anaĺıtica no semiplano Re(t) > 0.

Como estas funções coincidem em todo t > 0, segue pelo Teorema da identidade (Teorema

1.15) que elas coincidem em todo o semiplano Re(t) > 0. Por continuidade, elas também

coincidem em t = iτ para todo τ ∈ R− {0}. Assim, como η é arbitrária, temos a igualdade

de duas distribuições para os valores de t especificados, e com mais razão, a igualdade de

suas funções representantes . Dáı

(eit∆φ)(x) = (4it)−
p
2 Γ(p/2)−1

∫ 1

0

ei
|x|2

4t rr
p
2−1(1− r)

n
2 −

p
2−1dr

para todo t > 0, e segue o resultado.

Corolário 3.1. Sob as hipóteses da Proposição 3.1 anterior segue que:

(a) eit∆φ ∈ C∞(Rn) para todo t > 0;

(b) eit∆φ ∈ L∞(Rn) para todo t > 0, e vale

∥eit∆φ∥∞ ⩽ C(p)t
−Re(p)

2 .

Se em adição p ∈ R, então

∥eit∆φ∥∞ = |(eit∆)(0)| = (4t)
−p
2
Γ(n−p

2
)

Γ(n
2
)

.

Demonstração. (b) De fato, note que para todo x ∈ Rn temos pela Proposição 3.1

|(eit∆φ)(x)| =

∣∣∣∣(4it)−p
2 Γ(p/2)−1

∫ 1

0

ei
|x|2

4t rr
p
2−1(1− r)

n
2 −

p
2−1dr

∣∣∣∣
⩽ (4t)−

p
2 |e−

πp
4 i|

∫ 1

0

r
p
2−1(1− r)

n
2 −

p
2−1dr

= C(p)(4t)−
p
2
Γ(n−p

2
)

Γ(n
2
)

,

onde C(p) = |e−
πp
4 i|. Portanto,

∥eit∆φ∥∞ ⩽ C(p)(4t)−
p
2
Γ(n−p

2
)

Γ(n
2
)

.

No caso particular que p ∈ R temos C(p) = 1, e logo,

∥eit∆φ∥∞ ⩽ (4t)−
p
2
Γ(n−p

2
)

Γ(n
2
)

= |(eit∆φ)(0)|,

e segue o resultado.
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Lema 3.1. Seja a ∈ C tal que 0 < Re(a) < 1, e seja Ω o domı́nio padrão do logaŕıtimo,

i.e., Ω = C \ {x ∈ R : x ⩽ 0}. Então f : Ω→ C definida por

f(w) =

∫∞
0

1

sa(s+w)
ds (3.11)

é anaĺıtica.

Demonstração. Vejamos primeiramente que f está bem definida para todo w ∈ Ω. Com

efeito, fixe w0 = x + iy ∈ Ω. Dáı, seja A > 0 tal que A > 2|w0|. Logo, para todo s ⩾ A

temo que

s > 2|w0| ⩾ 2|Re(w0)| = 2|x|,

e assim, s+ x > 0 e s > −2x. Portanto,

|s+w0| ⩾ |Re(s+w0)| = |s+ x| = s+ x > s−
s

2
=
s

2
.

Logo, ∫∞
A

∣∣∣∣ 1

sa(s+w0)

∣∣∣∣ds ⩽ ∫∞
A

2

sRe(a)+1
<∞,

pois 1 < Re(a)+1. Além disso, note que se y = 0 então x > 0, e dáı, |s+w0| ⩾ s+x > x.

Se y ̸= 0, então |s+w0| ⩾ |y| > 0. Assim, temos

∫A

0

∣∣∣∣ 1

sa(s+w0)

∣∣∣∣ds ⩽


∫A

0

1

sRe(a)|y|
ds, se y ̸= 0∫A

0

1

sRe(a)x
ds, se y = 0

que em todo caso é finita, pois 0 < Re(a) < 1. Com mais razão∫∞
0

1

sa(s+w0)
ds <∞,

e segue a afirmação. Considere agora

Ωε = {w ∈ C : |Im(w)| > ε} ⊆ Ω.

Vejamos que f é anaĺıtica em Ωε para todo ε > 0. De fato, defina

g(w) :=

∫ 1

0

1

sa(s+w)
ds, h(w) :=

∫∞
1

1

sa(s+w)
ds

para todo w ∈ Ω. Então, é suficiente provarmos que g,h são anaĺıticas em Ωε. Seja

K(s,w) =
1

sa(s+w)
, (s,w) ∈ [1,∞)×Ωε.

Note que :
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i) K é cont́ınua em [1,∞)×Ωε (pois o denominador de K é cont́ınuo em [1,∞)×Ωε

e nunca se anula).

ii) Fixado s ∈ [1,∞), temos que w ∈ Ωε 7→ sa(s+w) é anaĺıtica e nunca se anula em

Ωε, e portanto, K(s, ·) é anaĺıtica em Ωε para todo s ∈ [1,∞) fixado.

iii) Sejam λ,R > 0 quaisquer. Considere então A > 2R tal que∫∞
A

2

sRe(a)+1
ds < λ.

Para todo s ⩾ A, w = x+ iy ∈ Ωε ∩ B[0, 2R], temos como já visto anteriormente

s+ x > 0, x > −
s

2
,

e assim, |s+w| > s
2
. Logo,∫∞

A

∣∣∣∣ 1

sa(s+w)

∣∣∣∣ds ⩽ ∫∞
A

1

sRe(a)|s+w|
ds ⩽

∫∞
A

2

sRe(a)+1
ds < λ.

Portanto, pelo Teorema 1.18, segue que h é anaĺıtica em Ωε. Agora, para a análise da

função g, defina para todo n ∈ N

gn(w) =

∫ 1

1
n

1

sa(s+w)
ds, w ∈ Ωε.

Para K(s,w) = 1
sa(s+w)

é fácil ver que:

i) K é cont́ınua em [ 1
n
, 1]×Ωε.

ii) K(s, ·) é anaĺıtica em Ωε para toda s ∈ [ 1
n
, 1].

Assim, pelo Teorema 1.17, segue que gn é anaĺıtica em Ωε para todo n ∈ N. Provemos

que gn → g uniformemente em Ωε. De fato, para todo w ∈ Ωε, n ∈ N temos

|gn(w) − g(w)| =

∣∣∣∣∣
∫ 1

n

0

1

sa(s+w)
ds

∣∣∣∣∣ ⩽
∫ 1

n

0

1

sRe(a)|s+w|
ds

⩽
∫ 1

n

0

1

sRe(a)ε2
ds

=

[
s1−Re(a)

ε2

] 1
n

0

=
1

n1−Re(a)ε2
,

disso segue a afirmação. Portanto, pelo Teorema 1.16, segue que g é anaĺıtica em Ωε.

Assim, concluimos que f é anaĺıtica em Ωε para todo ε > 0. Consequentemente, f é

anaĺıtica em H+ ∪H− onde

H+ = {w ∈ C : Im(w) > 0},
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H− = {w ∈ C : Im(z) < 0}.

Vejamos que f é cont́ınua em R+. Com efeito, fixe x0 > 0 e seja λ > 0. Note que se

w = x+ iy ∈ Ω, |w− x0| <
x0

2
então

x0 − x ⩽ |x− x0| ⩽ |w− x0| <
x0

2
,

e assim, x > x0

2
, o que implica também em |w+s| ⩾ x+s > x0

2
para todo s > 0. Portanto,

se |w− x0| < min{x0

2
, λ} temos

|f(w) − f(x0)| ⩽
∫ 1

0

∣∣∣∣ 1

sa(s+w)
−

1

sa(x0 + s)

∣∣∣∣ds+ ∫∞
1

∣∣∣∣ 1

sa(w+ s)
−

1

sa(x0(x0 + s))

∣∣∣∣ds
=

∫ 1

0

|w− x0|

sRe(a)|w+ s||x0 + s|
ds+

∫∞
1

|w− x0|

sRe(a)|w+ s||x0 + s|
ds

⩽
∫ 1

0

λ

sRe(a)
(
x0

2

)
x0
ds+

∫∞
1

λ

sRe(a)+1
(
x0

2

)ds
= C(x0,a) · λ,

e segue a afirmação. Então, pelo Teorema 1.19, f é anaĺıtica em todo Ω.

Lema 3.2. Se y > 0, Re(a) > 0 e Re(b) > 0, e se j e m são inteiros não negativos tal

que

j+ 2 > Re(a) e m+ 2 > Re(b),

então

H(y;a,b) = y−a

m∑
k=0

Ck(a,b)e
(a+k)πi

2 y−k + Cm+1(a,b)y
−a−m−1×

m+ 1

Γ(m+ 2− b)

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)m
(
−i−

st

y

)−a−m−1

dse−ttm+1−bdt

+ eiyy−b

j∑
k=1

Ck(b,a)e
−

(b+k)πi
2 y−k + Cj+1(b,a)e

iyy−b−j−1×

j+ 1

Γ(j+ 2− a)

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)j
(
i−

st

y

)−b−j−1

ds e−ttj+1−adt, (3.12)

onde

Ck(a,b) =
Γ(a+ k)

k!

Γ(k+ 1− b)

Γ(1− b)
. (3.13)

Demonstração. Assuma primeiramente que

0 < Re(a) < 1 , 0 < Re(b) < 1.
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Dáı, usando a função gama com c = r, z = 1 − a, e também com c = 1 − r, z = 1 − b

temos

Γ(1− a)Γ(1− b)H(y;a,b)

= Γ(1− a)Γ(1− b)

∫ 1

0

eiyrra−1(1− r)b−1dr

= Γ(1− a)Γ(1− b)

∫ 1

0

eiyrΓ(1− a)−1

∫∞
0

e−rss−adsΓ(1− b)−1

∫∞
0

e−(1−r)tt−bdt dr

=

∫∞
0

∫∞
0

∫ 1

0

eiyre−rss−ae−(1−r)tt−bdrdsdt

=

∫∞
0

∫∞
0

∫ 1

0

er(iy−s+t)e−ts−at−bdrdsdt

=

∫∞
0

∫∞
0

eiy−s+t − 1

iy− s+ t
e−ts−at−bdsdt

=

∫∞
0

∫∞
0

s−a

−iy− t+ s
ds e−tt−bdt+ eiy

∫∞
0

∫∞
0

t−b

iy− s+ t
dt e−ss−ads

=

∫∞
0

∫∞
0

s−a

−iy− t+ s
ds e−tt−bdt+ eiy

∫∞
0

∫∞
0

s−b

iy− t+ s
ds e−tt−adt. (3.14)

Convém então considerar a função

f(w) :=

∫∞
0

s−a

w+ s
ds,

onde w ∈ Ω (Ω domı́nio padrão do ramo logaŕıtimo), 0 < Re(a) < 1. Note que

f(1) =

∫∞
0

s−a

1+ s
ds

u=1+s
=

∫∞
1

1

u
(u− 1)−adu

t= 1
u=

∫ 1

0

t

(
1

t
− 1

)−a(
1

t2

)
dt

=

∫ 1

0

1

t1−a
(1− t)−adt

=

∫ 1

0

ta−1(1− t)(1−a)−1

= B(a, 1− a) = Γ(1− a)Γ(a).

Dáı, para w > 0, usando a mudança de variáveis s = wt, temos

f(w) =

∫∞
0

s−a

w+ s
ds =

∫∞
0

(wt)−a

w+wt
wdt = w−a

∫∞
0

t−a

1+ t
dt

= w−af(1)

= w−aΓ(1− a)Γ(a).
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Logo, como pelo Lema 3.1 a função f é anaĺıtca em Ω e também w 7→ w−aΓ(1−a)Γ(a) =

e−alog(w)Γ(1 − a)Γ(a) é anaĺıtica em Ω, então pelo Teorema da identidade, f(w) =

w−aΓ(1 − a)Γ(a) para todo w ∈ Ω. Como y > 0 então −iy − t, iy − t ∈ Ω para todo

t > 0, e dáı, usando esta expressão de f em (3.10) temos

H(y;a,b) =
1

Γ(1− a)Γ(1− b)
×∫∞

0

Γ(1− a)Γ(a)(−iy− t)−ae−tt−bdt+ eiy
∫∞
0

Γ(1− b)Γ(b)(iy− t)−be−tt−adt

=
Γ(a)

Γ(1− b)

∫∞
0

(−iy− t)−ae−tt−bdt+
Γ(b)

Γ(1− a)
eiy

∫∞
0

(iy− t)−be−tt−adt. (3.15)

Por fim, iremos expressar (−iy − t)−a, (iy − t)−b em suas fórmulas de Taylor finitas

centradas em t = 0 com resto integral. Definindo

f(t) = (−iy− t)−a , g(t) = (iy− t)−b (3.16)

temos

f(k)(t) = a(a+ 1) · · · (a+ k− 1)(−iy− t)−a−k,

g(k)(s) = b(b+ 1) · · · (b+ k− 1)(iy− s)−b−k.

Aém disso, temos

f(t) =

m∑
k=0

f(k)(0)

k!
tk +

1

m!

∫ t

0

(t− s)mf(m+1)(s)ds (3.17)

e

g(t) =

j∑
k=0

g(k)(0)

k!
tk +

1

j!

∫ t

0

(t− s)jf(j+1)(s)ds, (3.18)

Por (3.15), (3.16), (3.17) e (3.18), segue que

H(y;a,b) =
Γ(a)

Γ(1− b)

m∑
k=0

∫∞
0

a(a+ 1) · · · (a+ k− 1)

k!
(−iy)−a−ktk−be−tdt

+
Γ(a)

Γ(1− b)

∫∞
0

1

m!

∫ t

0

(t− s)ma(a+ 1) · · · (a+m)(−iy− s)−a−m−1ds e−tt−bdt

+
Γ(b)

Γ(1− a)
eiy

j∑
k=0

∫∞
0

b(b+ 1) · · · (b+ k− 1)

k!
(iy)−b−ktk−ae−tdt

+
Γ(b)

Γ(1− a)
eiy

j∑
0

1

j!

∫ t

0

(t− s)jb(b+ 1) · · · (b+ j)(iy− s)−b−j−1ds e−tt−adt. (3.19)
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Observe que valem as igualdades

Γ(a) · a(a+ 1) . . . (a+ k− 1) = Γ(a+ k),∫∞
0

e−ttk−bdt = Γ(k− b+ 1),

a(a+ 1) . . . (a+m) = Γ(a+m+ 1), (3.20)

Γ(b) · b(b+ 1) . . . (b+ k− 1) = Γ(b+ k),∫∞
0

e−ttk−adt = Γ(k− a+ 1),

b(b+ 1) . . . (b+m) = Γ(bm + 1).

Além disso, fazendo as mudanças u = s/t e depois s = u, temos∫ t

0

(t− s)m(−iy− s)−a−m−1ds =

∫ 1

0

(1− s)(−iy− ts)−a−m−1tm+1ds,∫ t

0

(t− s)j(iy− s)−b−j−1ds =

∫ 1

0

(1− s)j(iy− ts)−b−j−1tj+1ds. (3.21)

Portanto de (3.19), (3.20) e (3.21), temos

H(y;a,b) =

y−a

m∑
k=0

Γ(a+ k)

k!

Γ(k− b+ 1)

Γ(1− b)
e

π
2 (a+k)iy−k

+
Γ(a+m+ 1)

m!Γ(1− b)

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)(−iy− ts)−a−m−1ds e−ttm+1−bdt

+ eiyy−b

j∑
k=0

Γ(b+ k)

k!

Γ(k+ 1− a)

Γ(1− a)
e−

π
2 (b+k)iy−k

+
Γ(b+ j+ 1)

j!Γ(1− a)
eiy

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)j(iy− ts)−b−j−1ds e−ttj+1−adt

= y−a

m∑
k=0

Γ(a+ k)

k!

Γ(k− b+ 1)

Γ(1− b)
e

π
2 (a+k)iy−k

+
Γ(a+m+ 1)

m!Γ(1− b)
y−a−m−1

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)

(
−i−

ts

y

)−a−m−1

ds e−ttm+1−bdt

+ eiyy−b

j∑
k=0

Γ(b+ k)

k!

Γ(k+ 1− a)

Γ(1− a)
e−

π
2 (b+k)iy−k

+
Γ(b+ j+ 1)

j!Γ(1− a)
eiyy−b−j−1

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)j
(
i−

ts

y

)−b−j−1

ds e−ttj+1−adt. (3.22)
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Note ainda que

Γ(a+m+ 1)

m!Γ(1− b)
=
Γ(a+m+ 1)

(m+ 1)!

Γ(m+ 2− b)

Γ(1− b)

m+ 1

Γ(m+ 2− b)

= Cm+1(a,b)
m+ 1

Γ(m+ 2− b)
, (3.23)

e

Γ(b+ j+ 1)

j!Γ(1− a)
=
Γ(b+ j+ 1)

(j+ 1)!

Γ(j+ 2− a)

Γ(1− a)

j+ 1

Γ(j+ 2− a)

= Cj+1(b,a)
j+ 1

Γ(j+ 2− a)
. (3.24)

Assim, de (3.22), (3.23) e (3.24) conclúımos que

H(y;a,b) = y−a

m∑
k=0

Ck(a,b)e
(a+k)πi

2 y−k + Cm+1(a,b)y
−a−m−1×

m+ 1

Γ(m+ 2− b)

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)m
(
−i−

st

y

)−a−m−1

ds e−ttm+1−bdt+

+ eiyy−b

j∑
k=1

Ck(b,a)e
−

(b+k)πi
2 y−k + Cj+1(b,a)e

iyy−b−j−1×

j+ 1

Γ(j+ 2− a)

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)j
(
i−

st

y

)−b−j−1

ds e−ttj+1−adt,

e então, obtemos a formulação (3.12)-(3.13). Note que estabelecemos a fórmula (3.12)

apenas para y > 0, 0 < Re(a) < 1 e 0 < Re(b) < 1. Por outro lado, a função à direita de

(3.12) é anaĺıtica em a para 0 < Re(a) < j+2 com y > 0 e b (0 < Re(b) < m+2) fixados,

e também anaĺıtica em b para 0 < Re(b) < m + 2 com y > 0 e a (0 < Re(a) < j + 2)

fixados. Como H é também anaĺıtica separadamente então, pelo Teorema da identidade,

(3.12) é válido para todos y > 0 e a,b nas regiões especificadas no lema.

Proposição 3.2. Seja φ = |x|−p onde 0 < Re(p) < n. Então eit∆φ ∈ Lr(Rn) para todo

t > 0 e r tal que

r > max

{
n

n− Re(p)
,
n

Re(p)

}
;

e além disso, ∥eit∆φ∥r verfica a fórmula (3.6).

Demonstração. Pelo Corolário 3.1 sabemos que eit∆φ ∈ C∞(Rn) para todo t > 0. Dáı,

fixado R > 0, temos∫
Rn

|eit∆φ|rdx =

∫
|x|⩽R

|eit∆φ|rdx+

∫
|x|>R

|eit∆φ|rdx

⩽ C(n)∥eit∆φ∥r∞ +

∫
|x|>R

|eit∆φ|rdx,
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e assim, é suficiente provarmos que eit∆φ ∈ Lr(Rn \B[0,R]) para todo t > 0. Fixe τ > 0,

e sejam j,m inteiros positivos tais que j + 2 > Re(p/2) := a e m + 2 > Re(n−p
2

) =: b.

Temos pela Proposição 3.1 e o Lema 3.2 que para todo x ∈ Rn

(eiτ∆φ)(x) = (4iτ)−
p
2 Γ(p/2)−1H

(
|x|2

4τ
;
p

2
,
n− p

2

)
=

= (4τ)−
p
2 e−

pπi
4 Γ(p/2)−1 ×

[(
|x|2

4τ

)−p
2

m∑
k=0

Ck(a,b)e
(
p
2 +k)πi

2

(
|x|2

4τ

)−k

+

+ Cm+1(a,b)

(
|x|2

4τ

)−a−m−1
m+ 1

Γ(m+ 2− b)
×∫∞

0

∫ 1

0

(1− s)m
(
−i−

4τst

|x|2

)−a−m−1

ds e−ttm+1−bdt+

+ ei
|x|2

4τ

(
|x|2

4τ

)−n−p
2

j∑
k=1

Ck(b,a)e
−

(
n−p
2 +k)πi

2

(
|x|2

4τ

)−k

+ Cj+1(b,a)e
i
|x|2

4τ

(
|x|2

4τ

)−b−j−1

×

j+ 1

Γ(j+ 2− a)

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)j
(
i−

4τst

|x|2

)−b−j−1

ds e−ttj+1−adt

]
=

= |x|−p

m∑
k=0

Ak(a,b)e
kπi
2

(
4τ

|x|2

)k

+ |x|−pAm+1(a,b)

(
4τ

|x|2

)m+1
(m+ 1)e−

pπi
4

Γ(m+ 2− b)
×

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)m
(
−i−

4τst

|x|2

)−a−m−1

ds e−ttm+1−bdt+

+ |x|−n+pei
|x|2

4τ (4τ)
n
2 −p

j∑
k=1

Ak(b,a)e
−

(n+2k)πi
4

(
4τ

|x|2

)k

+

|x|−n+pAj+1(b,a)e
i
|x|2

4τ (4τ)
n
2 −p

(
4τ

|x|2

)j+1

×

(j+ 1)e−
pπi
4

Γ(j+ 2− a)

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)j
(
i−

4τst

|x|2

)−b−j−1

ds e−ttj+1−adt,

onde Ak(a,b) := Γ(p/2)
−1Ck(a,b). Além disso, temos que para todo |x| > R∣∣∣∣∣

∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)m
(
−i−

4τst

|x|2

)−a−m−1

ds e−ttm+1−bdt

∣∣∣∣∣
⩽

∫∞
0

∫ 1

0

∣∣∣∣i+ 4τst

|x|2

∣∣∣∣−Re(a)−m−1

ds e−ttm+1−bdt

=

∫∞
0

∫ 1

0

∣∣∣∣1+ (4τst)2

|x|4

∣∣∣∣
−Re(a)−m−1

2

ds e−ttm+1−bdt

⩽
∫∞
0

e−ttm+1−bdt = Γ(m+ 2− b),

e analogamente,∣∣∣∣∣
∫∞
0

∫ 1

0

(1− s)j
(
i−

4τst

|x|2

)−b−j−1

ds e−ttj+1−adt

∣∣∣∣∣ ⩽ Γ(j+ 2− a).
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Em suma, temos que para todo |x| > R

|(eiτ∆φ)(x)| ⩽ K1 · |x|−Re(p) + K2 · |x|−n+Re(p)

onde K1,K2 dependem de a,b, j,m, τ e R. Como | · |−Re(p), | · |−n+Re(p) ∈ Lr(Rn \B[0,R])

para todo r tal que

r > max

{
n

Re(p)
,

n

n− Re(p)

}
,

então segue o resultado.

O Corolário 3.1 e a Proposição 3.2 nos garantem o seguinte resultado.

Proposição 3.3. Seja φ = |x|−p com 0 < Re(p) < n. Então φ é SC∞-regular.
Nosso objetivo agora é obter o mesmo resultado da Proposição 3.3 anterior mas agora

para φ da forma

φ(x) =
Pk(x)

|x|k
1

|x|p
,

onde Pk(x) é polinômio harmônico homogêneo de grau k. Para isso, precisaremos dos

seguintes resultados.

Teorema 3.1. Suponha que Pk(x) é um polinômio homogêneo de grau k em Rn, i.e,

Pk(x) =
∑
|α|=k

Cαx
α

e também

∆Pk = 0 em Rn.

Então

F
(
Pke

−π|·|2
)
= (−i)kPke

−π|·|2 , (3.25)

F sendo a tranformada de Fourier em Rn.

Demonstração. É suficiente provarmos que

(−i)kPk(ξ)e
−π|ξ|2 =

∫
Rn

Pk(x)e
−π|x|2e−2πiξ·xdx, ξ ∈ Rn.

Sabe-se que e−π|·|2 ∈ S(Rn), e logo, temos também Pke
−π|·|2 ∈ S(Rn). Dáı, utilizando as

propriedades em (1.23) e (1.24) para tranformada de Fourier e o Exemplo 1.4, temos

Pk(D)
[
e−π|ξ|2

]
= Pk(D)

[
(e−π|·|2)∧(ξ)

]
=
[
Pk(−2πi·)e−π|·|2

]∧
(ξ)

= (−2πi)k
[
Pk(·)e−π|·|2

]∧
(ξ)

= (−2πi)k
∫
Rn

Pk(x)e
−π|x|2e−2πiξ·xdx., (3.26)
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onde

Pk(D) =
∑
|α|=k

Cα∂
α.

Por outro lado, é fácil ver que Pk(D)e−π|ξ|2 é da forma Q̄(ξ)e−π|ξ|2 onde Q̄(ξ) é um

polinômio em Rn. Dáı, definindo Q(ξ) = 1
(−2πi)k

Q̄(ξ), temos por (3.26) que

Q(ξ)e−π|ξ|2 =

∫
Rn

Pk(x)e
−π|x|2e−2πiξ·xdx. (3.27)

Portanto, se provarmos que Q(ξ) = (−i)kPk(ξ) está finalizada a demonstração. Mas, de

fato, por (3.27) temos

Q(ξ) = eπ|ξ|
2

∫
Rn

Pk(x)e
−π|x|2e−2πiξxdx

=

∫
Rn

Pk(x)e
−π(|x|2+2iξ·x−|ξ|2)dx

=

∫
Rn

Pk(x)e
−π[(x1+iξ1)

2+...+(xn+iξn)
2]dx

=

∫
Rn−1

∏
r̸=j

e−π(xr+iξr)
2

[∫
R
Pk(x)e

−π(xj+iξj)
2

dxj

]
dx̄, (3.28)

onde 1 ⩽ j ⩽ n. Agora, fixados x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn, ξj ∈ R (ξj ̸= 0) quaisquer,

defina o polinômio pj(y) = Pk(x1, . . . , xj−1,y, xj+1, . . . , xn). Note que, como

|pj(y− tiξj)|e
−π|y|2 → 0

quando |y| → +∞ uniformemente em 0 ⩽ t ⩽ 1, então para ε > 0 artbitrário, existe

R0 > 0 tal que

|y| > R0 ⇒ |pj(y− tiξj)|e
−πy2

<
ε

|ξj|
∀ 0 ⩽ t ⩽ 1.

Dáı, para R > R0, considere a curva complexa fechada e suave por partes γ = γ1 + γ2 +

γ3 + γ4, onde 

γ1(t) = t, −R ⩽ t ⩽ R

γ2(t) = R− tiξj, 0 ⩽ t ⩽ 1

γ3(t) = −t− iξj, −R ⩽ t ⩽ R

γ4(t) = −R− (1− t)iξj, 0 ⩽ t ⩽ 1.

Como a aplicação z 7→ pj(z)e−π(z+iξj)
2
é anaĺıtica em C, então pelo teorema de Cauchy

0 =

∫
γ

pj(z)e−π(z+iξj)
2

dz =

4∑
r=1

∫
γr

pj(z)e−π(z+iξj)
2

dz. (3.29)
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Mas, por um lado∫
γ1

pj(z)e−π(z+iξj)
2

dz+

∫
γ3

pj(z)e−π(z+iξj)
2

dz =

=

∫R

−R

pj(t)e−π(t+iξj)dt+

∫R

−R

pj(−t− iξj)e
−π(−t)2(−1)dt

=

∫R

−R

pj(t)e−π(t+iξj)dt−

∫R

−R

pj(t− iξj)e
−πt2dt. (3.30)

E por outro lado, ∫
γ2

pj(z)e−π(z+iξj)
2

dz+

∫
γ4

pj(z)e−π(z+iξj)
2

dz

=

∫ 1

0

pj(R− tiξj)e
−π(R+(1−t)iξj)

2

(−iξj)dt

+

∫ 1

0

pj(−R− (1− t)iξj)e
−π(−R−tiξj)

2

(iξj)dt. (3.31)

De (3.29), (3.30) e (3.31) segue que∣∣∣∣∫R

−R

pj(t)e−π(t+iξj)dt−

∫R

−R

pj(t− iξj)e
−πt2dt

∣∣∣∣
= |ξj|

∣∣∣∣∫ 1

0

pj(R− tiξj)e
−π(R+(1−t)iξj)

2

dt

−

∫ 1

0

pj(−R− (1− t)iξj)e
−π(−R−tiξj)

2

dt

∣∣∣∣
⩽ |ξj|

(∫ 1

0

|pj(R− tiξj)|e
−πR2

dt+

∫ 1

0

|pj(−R− (1− t))|e−πR2

dt

)
< |ξj|

(
2
ε

|ξj|

)
= 2ε.

Como isto é válido para todo R > R0, então∫
R
pj(t)e−π(t+iξj)

2

dt =

∫
R
pj(t− iξj)e

−πt2dt.

A identidade acima é óbvia para ξj = 0. Dáı, temos em (3.28) que

Q(ξ) =

∫
Rn−1

∏
r̸=j

e−π(xr+iξr)
2

[∫
R
Pk(x− iξj)e

−πx2
jdxj

]
dx̄.

Aplicando o mesmo processo nas demais variáveis, obtemos

Q(ξ) =

∫
Rn

Pk(x− iξ)e
−π|x|2dx

= (−i)k
∫
Rn

Pk(ix+ ξ)e
−π|x|2dx.
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Dáı, utilizando novamente a ideias anteriores para fazer a mudança ”u = ix”, temos que

Q(ξ) = (−i)k
∫
Rn

Pk(u+ ξ)e−π|u|2dx = (−i)k
∫∞
0

e−πr2
∫
|u|=r

Pk(u+ ξ)dS(u)dr

= (−i)k
∫∞
0

e−πr2n|B(0, 1)|rn−1Pk(ξ)dr

= (−i)kPk(ξ)

∫∞
0

∫
|x|=r

e−π|x|2dS(x)dr

= (−i)kPk(ξ)

∫
Rn

e−π|x|2dx

= (−i)kPk(ξ),

onde o fato de Pk(x) ser harmônico garante a seguinte fórmula do valor médio:

n|B(0, 1)|rn−1Pk(ξ) =

∫
|u|=r

Pk(u+ ξ)dS(u).

E segue o resultado.

Observação 3.1. Sejam f : Rn → C e g : Rm → C funções radiais. Mesmo com f,g

definidas em domı́nios diferentes, o fato de serem radiais permite estabelecer uma noção

de igualdade entre elas, i.e

f = g se, e somente se, f(r) = g(r) ∀r ⩾ 0.

Corolário 3.2. Seja Pk(x) é um polinômio harmônico homogêneo de grau k em Rn.

Suponha que f é radial e Pkf ∈ L2(Rn). Então F(Pkf) é também da forma Pkg com g

função radial. Além disso, definindo g := Fn,k(f), a transformação Fn,k satisfaz

Fn,k = (−i)kFn+2k,0, (3.32)

onde a igualdade acima ocorre no sentido da Observação 3.1 e Fn+2k,0 representa a trans-

formada de Fourier em Rn+2k.

Demonstração. Com efeito, considere o seguinte espaço de Hilbert de funções radiais

R :=

{
φ : Rn → C radial :

∫∞
0

|φ(r)|2r2k+n−1dr <∞}
,

com o produto interno natural

⟨φ,ψ⟩R =

∫∞
0

φ(r)ψ(r)r2k+n−1dr.
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Suponha, sem perda de generalidade, Pk(x) normalizado, i.e.∫
Sn−1

|Pk(x)|
2dS(x) = 1.

É fácil ver que Pkf ∈ L2(Rn) se, e somente se, f ∈ R. Além disso, f ∈ R se, e só se,

f ∈ L2(Rn+2k). De fato, temos que

∥Pkf∥2L2(Rn) =

∫
Rn

|f(x)|2|Pk(x)|
2dx =

∫∞
0

|f(r)|2
∫
|x|=r

|Pk(x)|
2dS(x)dr

=

∫∞
0

|f(r)|2rn−1

∫
Sn−1

|Pk(rx)|
2dS(x)dr

=

∫∞
0

|f(r)|2r2k+n−1

∫
Sn−1

|Pk(x)|
2dS(x)dr

=

∫∞
0

|f(r)|2r2k+n−1dr

= ∥f∥2R, (3.33)

e segue a primeira afirmação. Para a segunda afirmação, basta ver que

∥f∥2R =

∫∞
0

|f(r)|2r2k+n−1dr

=

∫∞
0

|f(r)|2r2k+n−1 1

n|BRn+2k(0, 1)|r2k+n−1

∫
SRn+2k(0,r)

dS(x)dr

=
1

n|BRn+2k(0, 1)|

∫∞
0

∫
SRn+2k(0,r)

|f(x)|2dS(x)dr

=
1

n|BRn+2k(0, 1)|

∫
Rn+2k

|f(x)|2dx

=
1

n|BRn+2k(0, 1)|
∥f∥2L2(Rn+2k). (3.34)

Neste caso, podemos de fato aplicar a transformada de Fourier relativa a Rn+2k em f ∈ R,

e para concluir o corolário é suficiente provarmos que

Fn,k(f) = (−i)kFn+2k,0(f),

para toda f ∈ R. Considere primeiramente f(x) = e−π|x|2 . Como f ∈ S(Rn), então

obviamente Pkf ∈ L2(Rn), e logo, f ∈ R. Além disso, pelo Teorema 3.1, temos que

(Pkf)
∧(ξ) = (−i)kPk(ξ)f(ξ), ξ ∈ Rn.

Dáı, como Fn+2k,0(f)(ξ) = f(ξ) para todo ξ ∈ Rn+2k, então Fn,k(f) = Fn+2k,0(f). Consi-

dere agora f(x) = e−πs|x|2 , s > 0. Usando o Teorema 3.1, a homogeneidade de Pk(x) e a
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proprieadade da transformada de Fourier sob uma dilatação (Teorema 1.8 item 5), segue

que

(Pkf)
∧(ξ) = (Pke

−πs|·|2)∧(ξ) = s−
k
2 (Pk(

√
s ·)e−π|

√
s ·|2)∧(ξ)

= s−
k
2

[
δ√s(Pke −π| · |2)

]∧
(ξ)

= s−
k
2−

n
2 (Pke

−π|·|2)∧
(
ξ√
s

)
= s−

k
2−

n
2 (−i)kPk

(
ξ√
s

)
e−

π|ξ|2

s

= (−i)kPk(ξ)s
−k−n

2 e−
π|ξ|2

s , (3.35)

para todo ξ ∈ Rn. Por outro lado, para ξ ∈ Rn+2k temos

Fn+2k,0(f)(ξ) = Fn+2k,0

[
δ√s(e

−π|·|2)
]
(ξ) = s−k−n

2 Fn+2k,0(e
−π|·|2)

(
ξ√
s

)
= s−k−n

2 e−
π|ξ|2

s . (3.36)

Logo, de (3.35) e (3.36), obtemos Fn,k(f) = (−i)kFn+2k,0(f). Provemos agora que o

subespaço das combinações lineares do conjunto {e−πs|·|2}s>0, que denotaremos por F, é

denso em R. Como R é espaço de Hilbert, basta provarmos que

F⊥ = {0}.

Dáı, seja h ∈ R tal que h ∈ F⊥. Então, para todo s > 0 temos

0 =

∫∞
0

h(r)e−πsr2rn+2k−1dr =

∫∞
0

h(r)e−πsr2rn+2k−2rdr

=
1

2

∫∞
0

h(
√
u)e−πur2u

n
2 +k−1du.

Portanto, denotando trasformada de Laplace por L, temos L(h(
√
·)un

2 +k−1)(πs) = 0 para

todo u > 0. Assim, h(
√
·)un

2 +k−1 = 0, e logo, h = 0. E segue a afirmação. Por fim,

considere f ∈ R qualquer. Então existe (fj)j∈N sequência em F tal que fj → f em R. A

identidade (3.32) é obviamente válida para funções em F, ou seja

Fn,k(fj) = (−i)kFn+2k,0(fj)

para todo j ∈ N. Dáı, pela igualdade (3.33), a identidade de Plancherel, e a identidade
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acima, temos

0 = lim
j→∞ ∥fj − f∥R = lim

j→∞ ∥Pkfj − Pkf∥L2(Rn)

= lim
j→∞ ∥F(Pkfj) − F(Pkf)∥L2(Rn)

= lim
j→∞ ∥PkFn,k(fj) − F(Pkf)∥L2(Rn)

= ∥(−i)kPkFn+2k,0(fj) − F(Pkf)∥L2(Rn),

e portanto (a menos de uma subsequência), 1
Pk
F(Pkf)(ξ) = limj→∞(−i)kFn+2k,0(fj)(ξ)

para q.t.p ξ ∈ Rn. Por outro lado, usando novamente a identidade de Plancherel e usando

(3.33), temos

∥Fn+2k,0(fj) − Fn+2k,0(f)∥L2(Rn+2k) = ∥fj − f∥L2(Rn+2k)

= C(n,k)∥fj − f∥R → 0

quando j → ∞. Portanto, Fn+2k,0(f)(ξ) = limj→∞Fn+2k(fj)(ξ) q.t.p ξ ∈ Rn (a menos

de uma subsequência). Com mais razão,

F(Pkf) = (−i)kPkFn+2k,0(f) q.t.p.

E segue o resutado.

Proposição 3.4. Seja Pk(x) um polinômio harmônico homogênio de grau k em Rn, e

seja

φ(x) =
Pk(x)

|x|k
1

|x|p
, (3.37)

com 0 < Re(p) < n. Então a função p-homogênea φ é SC∞-regular.

Demonstração. De fato, aplicando o Corolário 3.2 e usando a expressão de eit∆ em termos

de transformada de Fourier, temos de maneira distribucional que

eit∆(Pk| · |−k−p) = F−1
(
e−4π2it|·|2F(Pk| · |−k−p)

)
= F−1

(
e−4π2it|·|2PkFn+2k,0(| · |−k−p)

)
= PkF

−1
n+2k,0

(
e−4π2it|·|2Fn+2k,0(| · |−k−p)

)
,

i.e.

eit∆(Pk| · |−k−p) = Pke
it∆
n+2k,0(| · |−k−p), (3.38)
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onde eit∆n+2k,0 denota o grupo de Schrödinger em Rn+2k. Por outro lado, como por hipótese

0 < Re(p) < n, então 0 < Re(p) + k < n + 2k, e dáı, pela Proposição 3.1 temos que

eit∆n+2k(| · |−k−p) ∈ C∞((0,∞)× Rn+2k) e vale

(
eit∆n+2k(| · |−k−p)

)
(x) = (4it)−

p+k
2 Γ

(
p+ k

2

)−1

H

(
|x|2

4t
;
p+ k

2
,
n− p− k

2

)
,

para todo x ∈ Rn+2k. Dáı, utilizando a fórmula do Lema 3.2 e as ideias da Proposição

3.2 obtemos analogamente que, fixado R > 0, existem constantes C1,C2 > 0 dependendo

de p,n,k, t e R tais que para todo x ∈ Rn+2k com |x| > R

∣∣(eit∆n+2k(| · |−k−p)
)
(x)
∣∣ ⩽ C1

1

|x|k+Re(p)
+ C2

1

|x|k+n−Re(p)
.

Interpretando então a função radial (eit∆n+2k(| · |−k−p) como função de Rn, temos que

∣∣(Pkeit∆n+2k(| · |−k−p)
)
(x)
∣∣ ⩽ C1

|Pk(x)|

|x|k+Re(p)
+ C2

|Pk(x)|

|x|k+n−Re(p)

⩽ C̃1
1

|x|Re(p)
+ C̃2

1

|x|n−Re(p)

para todo x ∈ Rn com |x| > R. Portanto Pke
it∆
n+2k(| · |−k−p) ∈ Lr(Rn \ B[0,R]) para todo

t > 0 e r tal que

r > max

{
n

Re(p)
,

n

n− Re(p)

}
.

Dáı, como Pke
it∆
n+2k(| · |−k−p) ∈ C∞(Rn) para todo t > 0, então Pke

it∆
n+2k(| · |−k−p) ∈

Lr(Rn)∩C∞(Rn) para todo t > 0 e r como acima. O resultado segue então da identidade

(3.38).
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Caṕıtulo 4

Boa-colocação Local e Global

Neste caṕıtulo é feito o estudo sobre a boa colocação para o PVI (1) em espaços Lp-

fraco. No que segue, vamos definir de maneira precisa o que seria uma boa colocação para

um problema de valor inicial (PVI). Também, introduzimos os espaços aos quais é feito o

estudo da boa colocação local e global, e apresentamos a definição rigorosa do que seria

uma solução para o PVI (1) nestes espaços em termos da equação (2). Além disso, como

consequência do teorema de boa colocação global, e usando os resultados apresentados no

caṕıtulo 3, provamos a existência de soluções globais auto-similares para o PVI (1) em

espaços Lp-fraco. De agora em diante, consideraremos sempre

α =
2

ρ
−

n

ρ+ 2
e β =

2

ρ
−
n(ρ+ 1)

ρ+ 2
.

A principal ferramenta que utilizaremos para estabelecer os teoremas de boa colocação

presentes neste caṕıtulo é o teorema do ponto fixo de Banach, a saber:

Teorema 4.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach ). Seja (M,d) um espaço métrico

completo e φ :M→M uma contração, i.e, existe 0 ⩽ c < 1 tal que

d(φ(x),φ(y)) ⩽ c · d(x,y)

para quaisquer x,y ∈M. Então existe um único p ∈M tal que φ(p) = p.

Demonstração. Vide [23].

Definamos então, em nosso contexto, o que seria um problema de valor inicial (PVI)

bem-posto ou bem colocado.
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Definição 4.1. Um PVI é dito ser localmente bem-posto em um certo espaço de

Banach X se satisfaz as seguintes condições:

• Dado ϕ ∈ X existe T > 0 e uma única u ∈ C([−T , T ] : X) solução do PVI.

• A aplicação ϕ ∈ X 7→ u ∈ C([−T , T ] : X) é continua.

Se em adição o tempo T pode ser considerado arbitrariamente grande, então dizemos que

o PVI é globalmente bem-posto em X.

Agora, iremos introduzir precisamente os espaços aos quais faremos o estudo da boa

colocação.

Definição 4.2. Seja 0 < ρ < ∞ e 0 < T ⩽ ∞. Denotamos por Eα e ETα,β os seguintes

espaços

Eα = {u : |t|
α
2u ∈ BC(R;Lρ+2,∞(Rn))}, (4.1)

ETα,β = {u : |t|
α−β
2 u ∈ BC((−T , T);Lρ+2,∞(Rn))} (4.2)

com as respectivas normas

∥u∥(α) = sup
−∞<t<∞ |t|

α
2 ∥u(t)∥ρ+2,∞,

∥u∥(α,β) = sup
−T<t<T

|t|
α−β
2 ∥u(t)∥ρ+2,∞,

onde BC representa a classe das funções cont́ınuas e limitadas correspondendo de um

intervalo em um espaço de Banach.

É fácil ver que os espaços (Eα, ∥ · ∥(α)), (Eα,β, ∥ · ∥(α,β)) são de fato espaços vetoriais

normados. Porém, não está claro que são espaços de Banach. Este é o conteúdo da

seguinte proposição.

Proposição 4.1. (Eα, ∥ · ∥(α)), (Eα,β, ∥ · ∥(α,β)) são espaços de Banach.

Demonstração. Vamos provar que Eα é Banach. A prova que ETα,β é Banach análoga.

Com efeito, seja (un)n∈N uma sequência de Cauchy em Eα. Dáı, para ε > 0 arbitrário,

existe n0 ∈ N tal que

∥un − um∥(α) < ε ∀m,n ⩾ n0,

e dáı

|t|
α
2 ∥un(t) − um(t)∥ρ+2,∞ < ε (4.3)
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para todo t ∈ R e m,n ⩾ n0. Segue que (un(t)) é sequência de Cauchy em Lρ+2,∞(Rn)

para todo t ∈ R \ {0}. Defina então u(t) := limn un(t) em Lρ+2,∞(Rn) para todo t ̸= 0 e

u(0) = 0. Logo, fazendo m→ ∞ em (4.3), obtemos

|t|
α
2 ∥un(t) − u(t)∥ρ+2∞ ⩽ ε (4.4)

para todo t ∈ R e n ⩾ n0 (é trivialmente válida para t = 0). Fixe então s ∈ R. Como

|t|
α
2un0

é cont́ınua em s, então existe δ > 0 tal que se |t− s| < δ temos

∥|t|α2un0
(t) − |s|

α
2un0

(s)∥ρ+2,∞ < ε. (4.5)

Portanto, por (4.4) e (4.5), segue que para todo |t− s| < δ então

∥|t|α2u(t) − |s|
α
2u(s)∥ρ+2,∞ ⩽ |t|

α
2 ∥u(t) − un0(t)∥ρ+2,∞ + ∥|t|α2un0(t) − |s|

α
2un0(s)∥ρ+2,∞

+ |s|
α
2 ∥un0

(s) − u(s)∥ρ+2,∞
< ε+ ε+ ε = 3ε.

Logo, |t|
α
2u é cont́ınua em s. Pela arbitrariedade de s, segue que |t|

α
2u é cont́ınua. Além

disso, por (4.4)

|t|
α
2 ∥u(t)∥ρ+2,∞ ⩽ ε+ sup

t∈R
|t|

α
2 ∥un0(t)∥ <∞,

para todo t ∈ R, e assim, |t|
α
2u é limitada. Portando, u ∈ Eα. Por fim, por (4.4), temos

para todo n ⩾ n0

∥un − u∥(α) ⩽ ε.

Portanto un → u em Eα, e segue o resultado.

Agora, definimos o que se compreende por uma solução para o PVI (1) nos espaços

Eα e ETα,β.

Definição 4.3. Seja 0 < T ⩽ ∞. Temos as seguintes definições:

1. Uma mild solution do problema de valor inicial (1) no espaço ETα,β é uma função a

valores complexos u ∈ ETα,β satisfazendo a equação integral (2) para todo 0 < |t| < T ,

tal que u(t) → ϕ quando t→ 0 no sentido das distribuiçoes temperadas.

2. Uma mild solution global do problema de valor inicial (1) no espaço no espaço

Eα é uma função a valores complexos u ∈ Eα satisfazendo a equação integral (2)

para todo 0 < |t| <∞, tal que u(t) → ϕ quando t→ 0 no sentido das distribuiçoes

temperadas.
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4.1 Soluções Locais em ETα,β

Teorema 4.2 (Boa-colocação local). Seja 0 < ρ <∞ tal que nρ
2
< ρ+2

ρ+1
.

1. Se ϕ ∈ L
ρ+2
ρ+1 ,∞, então existe 0 < T <∞ tal que o problema de valor inicial (1) tem

uma única mild solution u = u(t, x) ∈ ETα,β com T = T(ϕ) = C∥ϕ∥−
ρ
δ

ρ+2
ρ+1 ,∞, onde

δ = 1− α−β
2

(ρ+ 1).

2. Além disso, se ϕn ∈ L
ρ+2
ρ+1 ,∞ é uma sequência de funções satisfazendo ϕn → ϕ em

L
ρ+2
ρ+1 ,∞, então existe 0 < T0 < ∞ e n0 ∈ N tal que, para n ⩾ n0, as soluções un e

u com respectivos dados iniciais ϕn e ϕ pertencem a ET0
α,β e un → u em ET0

α,β. Na

verdade, a aplicação ϕ 7→ u é lipschitziana.

Demonstração. De fato, seja ϕ ∈ L
ρ+2
ρ+1 ,∞. Veja que, se y := eit∆ϕ, então pelo Lema 2.4

temos

∥y∥(α,β) = sup
−T<t<T

|t|
α−β
2 ∥eit∆ϕ∥ρ+2,∞

⩽ sup
−T<t<T

|t|
α−β
2

(
C|t|−

n
2 (

2(ρ+1)
ρ+2 −1)∥ϕ∥ρ+2

ρ+1 ,∞
)

= C sup
−T<t<T

|t|
α−β
2 |t|−

α−β
2 ∥ϕ∥ρ+2

ρ+1 ,∞
= C∥ϕ∥ρ+2

ρ+1 ,∞,
onde pela definição de α,β é fácil ver que

α− β

2
=
n

2

(
2(ρ+ 1)

ρ+ 2
− 1

)
.

Defina então ε := C∥ϕ∥ρ+2
ρ+1 ,∞. Em ETα,β considere a seguinte aplicação

B(u) := eit∆ϕ− iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆|u(s)|ρu(s)ds. (4.6)

Devemos mostrar que para algum 0 < T < ∞ existe u ∈ ETα,β tal que u = B(u). Para

isso, note que dadas u, v ∈ ETα,β e 0 < t < T , temos pelos lemas 2.4 e 1.3

∥B(u) − B(v)∥ρ+2,∞ =

∥∥∥∥−iλ ∫ t

0

ei(t−s)∆(|u(s)|ρu(s) − |v(s)|ρv(s))ds

∥∥∥∥
ρ+2,∞

⩽ |λ|

∫ t

0

∥ei(t−s)∆(|u(s)|ρu(s) − |v(s)|ρv(s))∥ρ+2,∞ds
⩽ C|λ|

∫ t

0

(t− s)−
n
2 (

2(ρ+1)
ρ+2 −1)∥|u(s)|ρu(s) − |v(s)|ρv(s)∥ρ+2

ρ+1 ,∞ds
⩽ C|λ|W

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 ∥|u(s) − v(s)| · (|u(s)|ρ + |v(s)|ρ)∥ρ+2

ρ+1 ,∞ds,
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e logo, notando que |u− v| ∈ Lρ+2,∞ e |u|ρ, |v|ρ ∈ L
ρ+2
ρ ,∞ onde 1

ρ+2
+ ρ

ρ+2
= ρ+1

ρ+2
, podemos

aplicar a desigualdade de Hölder relativa a espaços de Lorentz (Teorema 2.2) para obter

que

∥B(u) − B(v)∥ρ+2,∞
⩽ C|λ|W(ρ+ 2)

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 ∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞ · (∥|u(s)|ρ∥ρ+2

ρ ,∞ + ∥|v(s)|ρ∥ρ+2
ρ ,∞)ds

⩽ C|λ|W(ρ+ 2)

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 ∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞ · (∥u(s)∥ρρ+2,∞ + ∥v(s)∥ρρ+2,∞)ds

= C̃

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)s

α−β
2 ∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞×

×
[
(s

α−β
2 ∥u(s)∥ρ+2,∞)ρ + (s

α−β
2 ∥v(s)∥ρ+2,∞)ρ

]
ds

⩽ C̃∥u− v∥(α,β)(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β))

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)ds

= C̃∥u− v∥(α,β)(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β))

∫ 1

0

(t− tz)−
α−β
2 (tz)−

α−β
2 (ρ+1) · tdz

= C̃∥u− v∥(α,β)(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β))t
1−α−β

2 −α−β
2 (ρ+1)

∫ 1

0

(1− z)−
α−β
2 z−

α−β
2 (ρ+1)dz

= Kα,βt
1−α−β

2 −α−β
2 (ρ+1)∥u− v∥(α,β)(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β)), (4.7)

onde

Kα,β := C̃

∫ 1

0

(1− z)−
α−β
2 z−

α−β
2 (ρ+1)dz = C̃ · b

(
1−

α− β

2
, 1−

α− β

2
(ρ+ 1)

)
< +∞,

pois a hipótese que nρ
2
< ρ+2

ρ+1
implica em α−β

2
, α−β

2
(ρ+1) < 1 (b é a função beta). Assim,

notando que é análogo o cálculo para −T < t < 0, temos por (4.7) que

|t|
α−β
2 ∥B(u) − B(v)∥ρ+2,∞ ⩽ Kα,βT

1−α−β
2 (ρ+1)∥u− v∥(α,β)(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β))

= Kα,βT
δ∥u− v∥(α,β)(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β)) ∀− T < t < T ,

e portanto,

∥B(u) − B(v)∥(α,β) ⩽ Kα,βT
δ∥u− v∥(α,β)(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β)). (4.8)

Seja então 0 < T <∞ suficientemente pequeno tal que

∥y∥(α,β) ⩽ C∥ϕ∥ρ+2
ρ+1 ,∞ = ε < R :=

(
1

2ρ+1Kα,βTδ

) 1
δ

. (4.9)
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Neste caso, por (4.8) e (4.9), para toda u ∈ ETα,β tal que ∥u∥(α,β) ⩽ 2ε, temos

∥B(u)∥(α,β) ⩽ ∥B(0)∥(α,β) + ∥B(u) − B(0)∥(α,β) ⩽ ∥y∥(α,β) + Kα,βT
δ∥u∥ρ+1

(α,β)

= ε+ Kα,βT
δ2ρ+1ερ+1

⩽ ε+ Kα,βT
δ2ρ+1Rρε

= 2ε.

Logo, B(BET
α,β

[0, 2ε]) ⊆ BET
α,β

[0, 2ε]. Além disso, novamente por (4.8) e (4.9), temos que

para todas u, v ∈ BET
α,β

[0, 2ε]

∥B(u) − B(v)∥(α,β) ⩽ Kα,βT
δ∥u− v∥(α,β)(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β))

⩽ Kα,βT
δ2ρ+1ερ∥u− v∥(α,β),

onde

Kα,βT
δ2ρ+1ερ < 1.

Assim, B : BET
α,β

[0, 2ε] → BET
α,β

[0, 2ε] é uma contração. Portanto, pelo Teorema do Ponto

Fixo de Banach, existe uma única u ∈ BET
α,β

[0, 2ε] que satisfaz

u = B(u) = eit∆ϕ− iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u|ρu)ds.

Provemos então que u(t) → ϕ no sentido distribucional quando t→ 0. De fato, note que

para toda η ∈ S(Rn) temos

|⟨eit∆ϕ,η⟩− ⟨ϕ,η⟩| = |⟨ϕ, eit∆η⟩− ⟨ϕ,η⟩|

= |⟨ϕ, eit∆η− η⟩|

⩽ ∥ϕ∥ρ+2
ρ+1 ,∞ · ∥eit∆η− η∥ρ+2,1 → 0

quando t→ 0, pois ∥eit∆η− η∥ρ+2,1 → 0 quando t→ 0 pelo Lema 2.7. Dáı, veja que

|⟨u(t),η⟩− ⟨ϕ,η⟩| ⩽ |⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩|+ |⟨eit∆ϕ− ϕ,η⟩|.

Assim, é suficiente mostrarmos que |⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩| → 0 quando t → 0. Com efeito,

como ∥eit∆η− η∥ρ+2,1 → 0 quando t→ 0, então podemos fixar 0 < δ < T tal que

|t| < δ⇒ ∥eit∆η− η∥ρ+2,1 < 1. (4.10)
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Veja que

⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩ =
∫
Rn

[
−iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆|u(s)|ρu(s)ds

]
η(x)dx

= −iλ

∫
Rn

∫ t

0

(
ei(t−s)∆|u(s)|ρu(s)

)
(x) · η(x)dsdx

= −iλ

∫ t

0

∫
Rn

(
ei(t−s)∆|u(s)|ρu(s)

)
(x) · η(x)dxds

= −iλ

∫ t

0

∫
Rn

|u(s, x)|ρu(s, x)
(
ei(t−s)∆η

)
(x)dxds

= −iλ

∫ t

0

∫
Rn

|u(s, x)|ρu(s, x)
(
ei(t−s)∆η− η

)
(x)dxds

− iλ

∫ t

0

∫
Rn

|u(s, x)|ρu(s, x)η(x)dxds,

e portanto, por (4.10) e a desigualdade de Hölder (Teorema 2.3), segue que para todo

0 < |t| < δ

|⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩| ⩽ |λ|

∫ t

0

∫
Rn

|u(s, x)|ρ+1
∣∣(ei(t−s)∆η− η

)
(x)
∣∣dxds+

+ |λ|

∫ t

0

∫
Rn

|u(s, x)|ρ+1|η(x)|dxds

⩽ |λ|

∫ t

0

∥|u(s)|ρ+1∥ρ+2
ρ+1 ,∞∥ei(s−t)∆η− η∥ρ+2,1ds+

+ |λ|

∫ t

0

∥|u(s)|ρ+1∥ρ+2
ρ+1 ,∞∥η∥ρ+2,1ds

⩽ |λ|(1+ ∥η∥ρ+2,∞)
∫ t

0

∥u(s)∥ρ+1
ρ+2,∞ds

= |λ|(1+ ∥η∥ρ+2,∞)
∫ t

0

(s
α−β
2 ∥u(s)∥ρ+2,∞)ρ+1s−

α−β
2 (ρ+1)ds

⩽ |λ|(1+ ∥η∥ρ+2,∞)∥u∥ρ+1
(α,β)

∫ t

0

s−
α−β
2 (ρ+1)ds

= |λ|(1+ ∥η∥ρ+2,∞)∥u∥ρ+1
(α,β)

[
1

1− α−β
2

(ρ+ 1)

]
t1−

α−β
2 (ρ+1),

onde 1− α−β
2

(ρ+1) > 0. Logo, |⟨u(t)−eit∆ϕ,η⟩| → 0 quando t→ 0, e segue a afirmação.

Logo, a solução u da equação integral é uma mild solution para o problema (1). Agora,

provemos a unicidade de tal solução u não apenas na bola BET
α,β

[0, 2ε], mas em todo

espaço ETα,β. Para isso, considere v ∈ ETα,β uma outra mild solution para o problema (1)

relativa ao dado inicial ϕ. Então, analogamente como foi feito na obtenção de (4.8) e
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usando que ∥u∥(α,β) ⩽ 2ε, temos que para todo 0 < W < T

sup
|t|<W

|t|
α−β
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞

= sup
|t|<W

|t|
α−β
2 ∥B(u)(t) − B(v)(t)∥ρ+2,∞

⩽ Kα,βW
δ sup
|t|<W

|t|
α−β
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞(∥u∥ρ(α,β) + ∥v∥ρ(α,β))

⩽
1

2
sup

|t|<W

|t|
α−β
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ + Kα,βW

δ sup
|t|<W

|t|
α−β
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞∥v∥ρ(α,β),

e logo,

1

2
sup

|t|<W

|t|
α−β
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ ⩽ Kα,βW

δ sup
|t|<W

|t|
α−β
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞∥v∥ρ(α,β).

Dáı, supondo sup
|t|<W

|t|
α−β
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ ̸= 0 ∀ 0 < W < T teriamos

1

2
⩽ Kα,βW

δ∥v∥ρ(α,β), ∀ 0 < W < T ,

o que não pode ocorrer. Portanto, existe 0 < W < T tal que u(t) = v(t) para todo

|t| < W. Seja

W0 = sup {0 < W ⩽ T : u(t) = v(t) ∀ |t| < W} .

Suponha W0 < T . Então, considerando o problema de valor inicial (1) com dado inicial

u(W0) = v(W0), podemos analogamente como antes provar que existe l > 0 tal que

u(t) = v(t) para todo t ∈ (W0− l,W0+ l). Absurdo! Portanto,W0 = T , o que demonstra

a afirmação.

Agora, sejam un,u são soluções com respectivos dados inicias ϕn,ϕ, onde ϕn → ϕ

em L
ρ+2
ρ+1 ,∞ quando n → +∞. Considere então 0 < Tn, T < ∞ tais que u ∈ ETα,β e

un ∈ ETn

α,β. Dáı, fixe 0 < T0 < T < ∞. Como ∥ϕn∥ρ+2
ρ+1 ,∞ → ∥ϕ∥ρ+2

ρ+1 ,∞ quando n → +∞
então também Tn → T , e logo, existe n0 ∈ N tal que

T0 < Tn ∀n ⩾ n0.

Assim, un,u ∈ ET0
α,β para todo n ⩾ n0. Neste caso, por cáculos análogos aos feitos

anteriormente (que derivaram (4.8)), ∀n ⩾ n0 temos em ET0
α,β que

∥un − u∥(α,β) ⩽ ∥eit∆(ϕn − ϕ)∥α,β +

∥∥∥∥−iλ ∫ t

0

ei(t−s)∆(|un|
ρun − |u|ρu)∥ds

∥∥∥∥
(α,β)

⩽ C∥ϕn − ϕ∥ρ+2
ρ+1 ,∞ + Kα,βT

δ
0 ∥un − u∥(α,β)(∥un∥ρ(α,β) + ∥u∥ρ(α,β))

⩽ C∥ϕn − ϕ∥ρ+2
ρ+1 ,∞ + Kα,βT

δ
0 2

ρ+1ερ0∥un − u∥(α,β),
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onde ε0 = C ·max{∥ϕ∥ρ+2
ρ+1 ,∞, supn∈N ∥ϕn∥ρ+2

ρ+1 ,∞}. Ou seja,

∥un − u∥(α,β) ⩽
C

1− Kα,βT
δ
0 2

ρ+1ερ0
∥ϕn − ϕ∥ρ+2

ρ+1 ,∞ ∀n ⩾ n0.

Portanto, un → u quando n→ ∞ em ET0
α,β.

4.2 Soluções Globais no Tempo

Teorema 4.3 (Boa-colocação global). Seja ∞ < ρ <∞ tal que ρ+2
ρ+1

< nρ
2
< ρ+ 2.

1. Existe ε > 0 suficientemente pequeno tal que, se ϕ é uma distribuição satisfazendo

sup
−∞<t<∞ |t|

α
2 ∥eit∆ϕ∥ρ+2,∞ < ε,

então o problema de valor inicial (1) tem uma mild solution global no tempo u =

u(t, x) ∈ Eα. Esta solução é a única satisfazendo ∥u∥α ⩽ 2ε.

2. Além disso, se ϕn é uma sequência de distribuições tal que

∥eit∆ϕn − eit∆ϕ∥ρ+2,∞ → 0

quando n → +∞, e un,u são as soluções com respectivos dados inciais ϕn e ϕ,

então un → u em Eα.

Demonstração. Com efeito seja ϕ uma distribuição tal que

∥eit∆ϕ∥(α) = sup
−∞<t<∞ |t|

α
2 ∥eit∆ϕ∥ρ+2,∞ < +∞,

e seja B a aplicação como em (4.6) definida em Eα. Tomando t > 0 sem perda de

generalidade, temos que para todas u, v ∈ Eα

∥B(u) − B(v)∥ρ+2,∞ ⩽ |λ|

∫ t

0

∥ei(t−s)∆(|u(s)|ρu(s) − |v(s)|ρv(s))∥ρ+2,∞ds
⩽ |λ|C

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 ∥|u(s)|ρu(s) − |v(s)|ρv(s)∥ρ+2

ρ+1 ,∞ds
⩽ |λ|CW

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 ∥|u(s) − v(s)| · (|u(s)|ρ + |v(s)|ρ)∥ρ+2

ρ+1 ,∞ds
⩽ C̃

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 ∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞

× (∥u(s)∥ρρ+2,∞ + ∥v(s)∥ρρ+2,∞)ds
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= C̃

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)s

α
2 ∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞×[

(s
α
2 ∥u(s)∥ρ+2,∞)ρ + (s

α
2 ∥v(s)∥ρ+2,∞)ρ]ds

⩽ C̃∥u− v∥(α)

(
∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α)

) ∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)ds

= C̃∥u− v∥(α)

(
∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α)

)
t1−

α−β
2 −α

2 (ρ+1)

×
∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)ds

= C̃∥u− v∥(α)

(
∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α)

)
t−

α
2

∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)ds, (4.11)

onde verifica-se facilmente que

1−
α− β

2
−
α

2
(ρ+ 1) = −

α

2
,

e além disso,

Kα := C̃

∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)ds = C̃ · b

(
1−

α− β

2
, 1−

α

2
(ρ+ 1)

)
< +∞, (4.12)

pois a hipótese ρ+2
ρ+1

< nρ
2
< ρ + 2 implica em α−β

2
, α
2
(ρ + 1) < 1 (b é a função beta).

Segue então de (4.11) e (4.12) que

|t|
α
2 ∥B(u) − B(v)∥ρ+2,∞ ⩽ Kα∥u− v∥(α)(∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α)) ∀t ∈ R.

Portanto, tomando supremo em t ∈ R temos

∥B(u) − B(v)∥(α) ⩽ Kα∥u− v∥(α)(∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α)). (4.13)

Agora, seja ε > 0 suficientemente pequeno tal que

2ρ+1ερKα < 1,

e suponha ∥eit∆ϕ∥(α) < ε. Dáı, para toda u ∈ E(α) tal que ∥u∥(α) ⩽ 2ε, temos por

(4.13) que

∥B(u)∥(α) ⩽ ∥B(0)∥(α) + ∥B(u) − B(0)∥(α) ⩽ ∥eit∆ϕ∥(α) + Kα∥u∥ρ+1
(α)

< ε+ Kα2
ρ+1ερ+1

= ε+ (Kα2
ρ+1ερ)ε

⩽ ε+ ε = 2ε.
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Assim, B(BEα
[0, 2ε]) ⊆ BEα

[0, 2ε]. Além disso, novamente por (4.13), temos que para

todas u, v ∈ BEα
[0, 2ε]

∥B(u) − B(v)∥(α) ⩽ Kα∥u− v∥(α)(∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α))

⩽ Kα2
ρ+1ερ∥u− v∥(α).

Logo, B é uma contração em BEα
[0, 2ε]. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach,

existe uma única u ∈ BEα
[0, 2ε] tal que

u = B(u) = eit∆ϕ− iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u|ρu)ds.

Provemos então que u(t) → ϕ no sentido distribucional quando t→ 0. De fato, considere

η ∈ S(Rn) arbitrária. Temos primeiramente que

|⟨eit∆ϕ,η⟩− ⟨ϕ,η⟩| = |⟨ϕ, eit∆η− η⟩| ⩽ ∥ϕ∥ρ+2
ρ+1 ,∞∥eit∆η− η∥ρ+2,1 → 0

quando t→ 0 pelo Lema 2.7. Dáı, notando que

|⟨u(t),η⟩− ⟨ϕ,η⟩| ⩽ |⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩|+ |⟨eit∆ϕ− ϕ,η⟩|,

é suficiente provarmos que

|⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩| → 0 quando → 0.

Pelo Lema 2.7 temos que ∥eit∆η− η∥ρ+2,1 → 0 quando t→ 0. Dáı, existe δ > 0 tal que

|t| < δ⇒ ∥eit∆η− η∥ρ+2,∞ < 1. (4.14)

Utilizando (de maneira mais direta) os mesmos argumentos do Teorema 4.2, temos que

para t > 0

⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩ =
〈
−iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆(|u(s)|ρu(s))ds,η

〉
= −iλ

∫ t

0

〈
ei(t−s)∆(|u(s)|ρu(s)),η

〉
ds

= −iλ

∫ t

0

〈
|u(s)|ρu(s), ei(t−s)∆η

〉
ds

= −iλ

∫ t

0

〈
|u(s)|ρu(s), ei(t−s)∆η− η

〉
ds− iλ

∫ t

0

⟨|u(s)|ρu(s),η⟩ds.
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Portanto, utilizando a desigualdade de Hölder e (4.14), temos para todo |t| < δ que

|⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩| ⩽ |λ|

∫ t

0

∥|u(s)|ρ+1∥ρ+2
ρ+1 ,∞∥ei(t−s)∆η− η∥ρ+2,1ds

+ |λ|

∫ t

0

∥|u(s)|ρ+1∥ρ+2
ρ+1 ,∞∥η∥ρ+2,1ds

⩽ |λ|(1+ ∥η∥ρ+2,1)

∫ t

0

∥u(s)∥ρ+1
ρ+2,∞ds

= |λ|(1+ ∥η∥ρ+2,1)

∫ t

0

(
s

α
2 ∥u(s)∥ρ+2,∞)ρ+1

s−
α
2 (ρ+1)ds

⩽ |λ|(1+ ∥η∥ρ+2,1)∥u∥ρ+1
(α)

∫ t

0

s−
α
2 (ρ+1)ds

= |λ|(1+ ∥η∥ρ+2,1)∥u∥ρ+1
(α)

1

1− α
2
(ρ+ 1)

t1−
α
2 (ρ+1)

onde 1− α
2
(ρ+ 1) > 0. Dáı, |⟨u(t) − eit∆ϕ,η⟩| → 0 quando t→ 0, e segue a afirmação.

Agora, considere ϕn uma sequência de distribuições tal que

lim
n→+∞ ∥eit∆ϕn − eit∆ϕ∥(α) = 0.

Neste caso, existe um n0 ∈ N tal que

∥eit∆ϕn∥(α) < ε ∀n ⩾ n0.

Seja então un as soluções respectivas aos dados ϕn para n ⩾ n0. Assim, para todo

n ⩾ n0, veja que

∥un − u∥(α) ⩽ ∥eit∆ϕn − eit∆ϕ∥(α) +

∥∥∥∥−iλ ∫ t

0

ei(t−s)∆(|un|
ρun − |u|ρu)ds

∥∥∥∥
(α)

⩽ ∥eit∆ϕn − eit∆ϕ∥(α) + Kα∥u− un∥(α)(∥un∥(α) + ∥u∥(α))

⩽ ∥eit∆ϕn − eit∆ϕ∥(α) + Kα2
ρ+1ερ∥un − u∥(α),

e logo,

∥un − u∥(α) ⩽
1

1− Kα2ρ+1ερ
∥eit∆ϕn − eit∆ϕ∥(α).

Portanto, un → u quando n→ +∞ em Eα.

Proposição 4.2 (Existência de Soluções de Energia Infinita). Sob as mesmas condições

do Teorema 4.3, se o dado inicial ϕ = ϕ(x) é uma função homogênea suficientemente

pequena de grau − 2
ρ
, i.e., ∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞ é finita e suficientemente pequena, então a solução

u = u(x, t) obtida pelo teorema 4.3 relativa ao dado inicial ϕ é auto-similar ou invariante

por scaling, ou seja,

u(x, t) = µ
2
ρu(µ2t,µx) ∀µ, t > 0, q.t.p x ∈ Rn.
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Demonstração. Com efeito, seja ϕ dado homogêneo de grau − 2
ρ
tal que

∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞ <∞.

Definamos

w(t, x) := (eit∆ϕ)(x) t > 0, x ∈ Rn.

Pela propriedade estabelecida em (3.5), segue que

w(t, x) = µ
2
ρw(µ2t,µx) ∀µ > 0, (4.15)

i.e., w é invariante por scaling. Em particular, para t > 0 e µ = 1√
t
em (4.15), temos

w(t, x) =

(
1√
t

) 2
ρ

w

((
1√
t

)2

t,
x√
t

)
= t−

1
ρw(1,

x√
t
),

e assim,

(eit∆ϕ)(x) = t−
1
ρ

(
ei∆ϕ

)( x√
t

)
.

Portanto,

∥(eit∆ϕ)(x)∥ρ+2,∞ = ∥t−
1
ρ

(
ei∆ϕ

)( ·√
t

)
∥ρ+2,∞ = t−

1
ρ

(
1√
t

)− n
ρ+2

∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞
= t

n
2(ρ+2)−

1
ρ∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞

= t−
α
2 ∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞.

Logo,

t
α
2 ∥eit∆ϕ∥ρ+2,∞ = ∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞ ∀t > 0. (4.16)

Portanto, se ∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞ < ε0 para ε0 suficientemente pequeno, então por (4.16)

sup
t>0

t
α
2 ∥eit∆ϕ∥ρ+2,∞ < ε0,

e logo, podemos aplicar o Teorema 4.3 e obter uma solução u ∈ Eα tal que

u(t) = eit∆ϕ− iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆|u(s)|ρu(s)ds, t > 0,

a qual é a única satisfazendo ∥u∥α ⩽ 2ε0. Provemos então que

u(t, x) = µ
2
ρu(µ2t,µx) ∀µ > 0, ∀t > 0, q.t.p x ∈ Rn.

De fato, defina para todo µ > 0

uµ(t, x) := µ
2
ρu(µ2t,µx).
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Dáı, usando novamente que w(t, x) = (eit∆ϕ)(x) é invariante por scaling, e que u satisfaz

a equação integral (2), obtemos que

uµ(t, x) = µ
2
ρu(µ2t,µx)

= µ
2
ρ (eiµ

2t∆ϕ)(µx) − µ
2
ρ iλ

∫µ2t

0

(
ei(µ

2t−s)∆|u(s)|ρu(s)
)
(µx) ds

= (eit∆ϕ)(x) − µ
2
ρ iλ

∫µ2t

0

(
ei(µ

2t−s)∆|u(s)|ρu(s)
)
(µx) ds. (4.17)

Por outro lado, pela propriedade (3.4) e a mudança de variáveis r =
s

µ2
, temos que

∫µ2t

0

(
ei(µ

2t−s)∆|u(s)|ρu(s)
)
(µx) ds

=

∫µ2t

0

(
eiµ

2t∆
[
e−is∆|u(s)|ρu(s)

])
(µx) ds

=

∫µ2t

0

(
eit∆

[{
e−is∆|u(s)|ρu(s)

}
(µ·)

])
(x) ds

=

∫µ2t

0

(
eit∆

[
e
−i s

µ2∆|u(s,µ·)|ρu(s,µ·)
])

(x) ds

=

∫ t

0

(
eit∆

[
e−ir∆|u(µ2r,µ·)|ρu(µ2r,µ·)

])
(x) µ2dr

=

∫ t

0

(
ei(t−r)∆|u(µ2r,µ·)|ρu(µ2r,µ·)

)
(x) µ2+ 2

ρµ− 2
ρ dr

= µ− 2
ρ

∫ t

0

(
ei(t−r)∆|µ

2
ρu(µ2r,µ·)|ρµ

2
ρu(µ2r,µ·)

)
(x) dr

= µ− 2
ρ

∫ t

0

(
ei(t−r)∆|uµ(r)|

ρuµ(r)
)
(x) dr. (4.18)

Portanto, de (4.17) e (4.18), segue que

uµ(t) = e
it∆ϕ− iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆|uµ(s)|
ρuµ(s)ds, (4.19)

e logo, uµ também satisfaz a equação integral (2). Por fim, veja que

∥uµ∥(α) = sup
t>0

t
α
2 ∥uµ(t, ·)∥ρ+2,∞ = µ

2
ρ sup

t>0
t

α
2 ∥u(µ2t,µ·)∥ρ+2,∞

= µ
2
ρµ− n

ρ+2 sup
t>0

t
α
2 ∥u(µ2t)∥ρ+2,∞

= µα sup
t>0

µ−α(µ2t)
α
2 ∥u(µ2t)∥ρ+2,∞

= sup
t>0

t
α
2 ∥u(t)∥ρ+2,∞

= ∥u∥(α),

89



e logo,

∥uµ∥(α) = ∥u∥(α) ⩽ 2ε0. (4.20)

Assim, pela unicidade de soluções do Teorema 4.3, temos que

uµ(t, x) = u(t, x) ∀µ > 0, ∀t > 0, q.t.p x ∈ Rn,

e segue o resultado.

Teorema 4.4 (Existência de Soluções Auto-similares). Em adição as hipóteses do Teo-

rema 4.3, se o dado inicial ϕ é da forma

ϕ(x) = c|x|−
2
ρ ou ϕ(x) = c

Pk(x)

|x|k
1

|x|
2
ρ

,

onde Pk(x) é um polinômio harmônico homogêneo de grau k e c ∈ C é suficientemente

pequeno, então a solução u = u(x, t) obtida pelo teorema 4.3 relativa ao dado inical ϕ é

auto-similar.

Demonstração. Primeiramente, é óbvio que ambas as expressões para ϕ representam

funções homogêneas de grau − 2
ρ
. Veja que pelas hipóteses do Teorema 4.3 temos 0 <

2
ρ
< n. Pelo mesmo motivo temos também, por um lado, que

ρ+ 2 >
np

2
, (4.21)

e por outro lado
ρ+ 2

ρ+ 1
<
ρn

2
=
ρn− 2

2
+ 1,

e logo,
1

ρ+ 1
=
ρ+ 2

ρ+ 1
− 1 <

ρn− 2

2
, e dáı,

2

ρn− 2
< ρ+ 1.

Somando 1 em ambos lados da ultima desigualdade obtemos

ρn

ρn− 2
< ρ+ 2. (4.22)

Assim, por (4.21) e (4.22) temos

ρ+ 2 > max

{
n

n− 2
ρ

,
n

( 2
ρ
)

}
.

Portanto, as proposições 3.2 e 3.4 nos garantem que ∥ei∆ϕ∥Lρ+2 < +∞ no caso em

que ϕ(x) = c|x|−
2
ρ e também para ϕ(x) = c

Pk(x)
|x|k

|x|−
2
ρ . Dáı, pela imersão cont́ınua

Lρ+2(Rn) ⊆ Lρ+2,∞(Rn) (Proposição 1.5), temos que

∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞ ⩽ ∥ei∆ϕ∥Lρ+2 < +∞.
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Portanto, escolhendo c ∈ C tal que ∥ei∆ϕ∥ρ+2,∞ < ε0 para ε0 suficientemente pequeno,

podemos aplicar o Corolário 4.2 ao dado inicial ϕ, e segue o resultado.

91



Caṕıtulo 5

Estabilidade e Decaimento das

Soluções

Neste caṕıtulo iremos apresentar propriedades importantes e satisfeitas pelas soluções

obtidas nos teoremas 4.2 e 4.3. No que segue, estamos interessados em expor às proprie-

dades de estabilidade assintótica relativa à soluções globais e de decaimento para soluções

locais.

A estabilidade assintótica nos espaços Eα aqui abordada é uma propriedade de “pro-

ximidade” no infinito relativa a duas soluções, no sentido matemático que,

lim
|t|→∞ |t|h+α

2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0,

para u, v ∈ Eα e h ⩾ 0, i.e., |t|
α
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ tende a zero quando |t| → ∞ mais

rápido que
1

|t|h
. O fato é que, sobre certas condições, impor uma propriedade como acima

sobre eit∆ aplicado a dois dados iniciais, vai ocasionar na mesma propriedade sendo

satisfeita pelas respetivas soluções globais.

Com repeito ao decaimento de soluções em ETα,β não é tão diferente, mas aqui a propri-

edade a ser satisfeita é de u, v ∈ ETα,β estarem “próximas” na origem, ou rigorosamente,

lim
|t|→0

|t|
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0,

para h ⩾ 0 (h < 0 é óbvia). Assim, podemos exergar essa prorpriedade como

|t|
α−β
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ → 0

quando t→ 0 mais rápido que |t|h. Analogamente, temos que uma propriedade como esta

imposta a dois dados iniciais sobre efeitos do grupo eit∆ garantem a mesma propriedade

sendo satisfeita pelas respectivas soluções locais.
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Feitas essas considerações, temos o seguinte teorema a respeito da estabilidade as-

sintótica e dacaimento das soluções.

Teorema 5.1. 1. (Estabilidade Assintótica) Suponha 0 ⩽ h < 1 − α
2
(ρ + 1), e sejam

u, v ∈ Eα duas soluções globais do PVI (1) obtidas através do Teorema 4.3 (boa

colocação global), correspondendo as respectivas condições iniciais ϕ,φ ∈ L
ρ+2
ρ+1 ,∞.

Se

lim
|t|→+∞ |t|

α
2 +h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞ = 0, (5.1)

então

lim
|t|→+∞ |t|

α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0. (5.2)

2. (Taxa de Decaimento quando t → 0) Suponha δ = 1 − α−β
2

(ρ + 1) > 0, e h > −δ.

Sejam u, v ∈ Eα,β duas soluções locais do PVI (1) obitidas através do Teorema 4.2

(boa colocação local), correspodendo as respectivas condições iniciais ϕ,φ ∈ L
ρ+2
ρ+1 ,∞.

Se

lim
t→0

|t|
α−β
2 −h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞ = 0 (5.3)

então

lim
t→0

|t|
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0 (5.4)

Demonstração. Para a parte 1 do teorema, observe que é suficiente provarmos que

lim
t→+∞ t

α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0 = lim

t→−∞(−t)
α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞.

Mas, como as demonstrações em ambos casos são análogas, nos restringiremos a provar

apenas a primeira igualdade. Neste caso, considere t > 0. Sabe-se que u, v satisfazem as

equações

u(t) = eit∆ϕ− iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆|u(s)|ρu(s)ds, (5.5)

v(t) = eit∆φ− iλ

∫ t

0

ei(t−s)∆|v(s)|ρv(s)ds. (5.6)

Dáı, por (5.5) e (5.6) segue que

t
α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ ⩽ t

α
2 +h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞

+ t
α
2 +h

∥∥∥∥∫ t

0

ei(t−s)∆(u|u|ρ − v|v|ρ)ds

∥∥∥∥
ρ+2,∞ . (5.7)
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Por outro lado, pelos lemas 2.4, 1.3 e 2.2, e a mudança de variáveis s→ ts temos que∥∥∥∥∫ t

0

ei(t−s)∆(u(s)|u(s)|ρ − v(s)|v(s)|ρ)ds

∥∥∥∥
ρ+2,∞

⩽
∫ t

0

∥ei(t−s)∆(u(s)|u(s)|ρ − v(s)|v(s)|ρ)∥ρ+2,∞ds
⩽ C

∫ t

0

(t− s)−
n
2 (

2(ρ+1)
ρ+2 −1)∥u(s)|u(s)|ρ − v(s)|v(s)|ρ∥ρ+2

ρ+1 ,∞ds
⩽ C ·W

∫ t

0

(t− s)−
n
2 (

2(ρ+1)
ρ+2 −1)(∥(u(s) − v(s)) · (|u(s)|ρ + |v(s)|ρ)∥ρ+2

ρ+1 ,∞ds
⩽ C̃

∫ t

0

(t− s)−
n
2 (

2(ρ+1)
ρ+2 −1)(∥u(s)∥ρρ+2,∞ + ∥v(s)∥ρρ+2,∞)∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞ds

= C̃

∫ t

0

(t− s)−
n
2 (

2(ρ+1)
ρ+2 −1)s−

α
2 (ρ+1)−h[(s

α
2 ∥u(s)∥ρ+2,∞)ρ + (s

α
2 ∥v(s)∥ρ+2,∞)ρ]×

× sα
2 +h∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞ds

⩽ C̃(∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α))

∫ t

0

(t− s)−
n
2 (

2(ρ+1)
ρ+2 −1)s−

α
2 (ρ+1)−hs

α
2 +h∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞ds

= C̃(∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α))

×
∫ 1

0

(t− ts)−
n
2 (

2(ρ+1)
ρ+2 −1)(ts)−

α
2 (ρ+1)−h(ts)

α
2 +h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞ · tds

= C̃(∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α))

× t1−
α−β
2 −α

2 (ρ+1)−h

∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)(ts)

α
2 +h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞ds

= C̃(∥u∥ρ(α) + ∥v∥ρ(α))t
−α

2 −h

∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)(ts)

α
2 +h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞ds,

pois pela definição de α,β segue que

1−
α− β

2
−
α

2
ρ = 0.

Portanto, como ∥u∥(α), ∥v∥(α) ⩽ 2ε, temos em (5.7) que

t
α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ ⩽ t

α
2 +h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞ (5.8)

+ C̃2ρ+1ερ
∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)(ts)

α
2 +h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞ds

Fixe agora M > 0. Usando o fato que a aplicação t ∈ R 7→ |t|
α
2 ∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ é

cont́ınua e limitada e a hipótese que |t|
α
2 +h∥eit∆(ϕ − φ)∥ρ+2,∞ → 0 quando |t| → +∞,

temos que

sup
0⩽t⩽M

t
α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ < +∞, sup

t⩾0
t

α
2 +h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞ < +∞.
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Escolha também ε > 0 suficientemente pequeno tal que

Γ := C̃2ρ+1ερ
∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)ds < 1.

Portando, por (5.8), temos que

sup
0⩽t⩽M

t
α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞

⩽ sup
0⩽t⩽M

t
α
2 +h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞

+ C̃2ρ+1ερ
∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)

(
sup

0⩽t⩽M

(ts)
α
2 +h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞

)
ds

⩽ sup
t⩾0

t
α
2 +h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞ + Γ · sup

0⩽t⩽M

t
α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞,

i.e.,

sup
0⩽t⩽M

t
α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ ⩽

1

1− Γ
sup
t⩾0

t
α
2 +h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞ < +∞.

Portanto, como M > 0 é arbitrário, segue que

sup
t⩾0

t
α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ < +∞.

Defina então

A := lim sup
t→+∞ t

α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ < +∞.

Dáı, novamente por (5.8), e pela hipótese (5.1) sobre as condições iniciais, temos que

A := lim sup
t→+∞ t

α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞

⩽ lim sup
t→+∞ t

α
2 +h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞

+ C̃2ρ+1ερ
∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)

(
lim sup
t→+∞ (ts)

α
2 +h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞

)
ds

= 0+A · C̃2ρ+1ερ
∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α
2 (ρ+1)ds = AΓ ,

ou seja,

A(1− Γ) = 0,

e portanto,

A = lim sup
t→+∞ t

α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0.

Com mais razão,

lim
t→+∞ t

α
2 +h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0,
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e segue a primeira parte do Teorema. Para a parte 2 do teorema, exatamente como antes,

é suficiente provarmos que

lim
t→0+

t
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0.

Considere então 0 < t < T . Analogamente como visto antes, temos que

t
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ ⩽ t

α−β
2 −h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞+

+ t
α−β
2 −h

∥∥∥∥∫ t

0

ei(t−s)∆(u|u|ρ − v|v|ρ)ds

∥∥∥∥
ρ+2,∞ . (5.9)

Por outro lado, veja que

t
α−β
2 −h

∥∥∥∥∫ t

0

ei(t−s)∆(u(s)|u(s)|ρ − v(s)|v(s)|ρ)ds

∥∥∥∥
ρ+2,∞ ⩽

⩽ C̃t
α−β
2 −h

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 (∥u(s)∥ρρ+2,∞ + ∥v(s)∥ρρ+2,∞)∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞ds

= C̃t
α−β
2 −h

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)+h((s

α−β
2 ∥u(s)∥ρ+2,∞)ρ + (s

α−β
2 ∥v(s)∥ρ+2,∞)ρ)×

× s
α−β
2 −h∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞ds

⩽ C̃2ρ+1ερt
α−β
2 −h

∫ t

0

(t− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)+hs

α−β
2 −h∥u(s) − v(s)∥ρ+2,∞ds

= C̃2ρ+1ερt
α−β
2 −h

∫ 1

0

(t− ts)−
α−β
2 (ts)−

α−β
2 (ρ+1)+h(ts)

α−β
2 −h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞ · tds

= C̃2ρ+1ερt
α−β
2 −h−α−β

2 −α−β
2 (ρ+1)+h+1

∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)+h×

× (ts)
α−β
2 −h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞ds

= C̃2ρ+1ερtδ
∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)+h(ts)

α−β
2 −h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞ds,

pois

δ := 1−
α− β

2
(ρ+ 1)

=
α− β

2
− h−

α− β

2
−
α− β

2
(ρ+ 1) + h+ 1.

Portanto, em (5.9), temos

t
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞

⩽ t
α−β
2 −h∥eit∆(ϕ−φ)∥ρ+2,∞

+ C̃2ρ+1ερtδ
∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)+h(ts)

α−β
2 −h∥u(ts) − v(ts)∥ρ+2,∞ds (5.10)
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Agora, usando a hipótese (5.3) sobre as condições iniciais podemos, de forma análoga ao

que foi feito na parte 1 do teorema, ver que

D := lim sup
t→0+

t
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ < +∞.

Portanto, tomando lim supt→0+ na desigualdade (5.10) obtemos que

0 ⩽ D ⩽ C̃2ρ+1ερB

∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)+hds · lim

t→0+
tδ = 0,

visto que ∫ 1

0

(1− s)−
α−β
2 s−

α−β
2 (ρ+1)+hds < +∞,

pois como h > −δ = −1+ α−β
2

(ρ+ 1) temos

α− β

2
(ρ+ 1) − h < 1.

Assim,

D = lim sup
t→0+

t
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0,

e logo,

lim
t→0+

t
α−β
2 −h∥u(t) − v(t)∥ρ+2,∞ = 0.

Isto conclui a demonstração.
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[12] Linares F., Ponce G. - Introduction to nonlinear dispersive equations. Second edition.

Springer, New York, 2015.

[13] Grafakos L. - Classical Fourier analysis. Third edition. Springer, New York, 2014.

[14] Stein E., Shakarchi R. - Complex Analysis. Princeton University Press, Princeton,

2003.

[15] Ash R., Novinger W. - Complex variables . Dover Publications. Mineola, N.Y, 2007.

[16] Hunt R. - On L(p,q) spaces. Enseign. Math. (2) 12 (1966), 249–276.

[17] Schrödinger E. - An undulatory theory of the mechanics of atoms and molecules.

American Physical Society, v. 28, n. 6, p. 1049, 1926.

[18] Griffiths D. - Introduction to Quantum Mechanics, 2ª ed. Upper Saddle River, Nova

Jérsei: Prentice Hall, 2004.

[19] Ferreira L., Villamizar-Roa E. - Self-similar solutions, uniqueness and long-time

asymptotic behavior for semilinear heat equations. Khayyam Publishing, Differential

Integral Equations 19, 2006, no. 12, 1349-1370.

[20] Barros V., Ferreira L., Pastor A. - On the two-power nonlinear Schrödinger equa-

tion with non-local terms in Sobolev-Lorentz spaces. NoDEA Nonlinear Differential

Equations Appl. 26 (5) (2019), Paper No. 39, 29 pp

[21] Myint-U T., Debnath L. - Linear partial differential equations for scientists and

engineers. Springer Science & Business Media, 2007.

[22] Oliveira O. - Notas de Aula : Medida e Integração. IMEUSP, São Paulo, 2016.
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