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Resumo

Este trabalho, baseado em [12, 25, 37], buscou estudar os resultados que caracterizam os

sólitons de Bach. Os sólitons de Bach foram abordados nos casos gradiente e não gradiente,

sendo classificados nos casos compactos e completos não-compactos. Adicionalmente, no

caso não gradiente, analisamos as condições em que o campo vetorial associado ao sóliton é

um campo de Killing. Para alcançar tais objetivos, utilizamos ferramentas como: integral

de Dirichlet finita, regularidade em Lp ou L∞ da variedade, parabolicidade da variedade

e fórmulas do tipo Bochner.

Palavras chaves: Variedades compactas e completas não-compactas, sólitons de

Bach, sólitons de Bach gradiente, variedades parabólicas.
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Abstract

This work, based on [12, 25, 37], aimed to study the results characterizing Bach solitons.

Bach solitons were addressed in both gradient and non-gradient cases, classified into

compact and complete non-compact cases. Additionally, in the non-gradient case, we

analyzed conditions under which the vector field associated with the soliton became a

Killing field. To achieve these objectives, tools such as finite Dirichlet integral, regularity

in Lp or L∞ of the manifold, manifold parabolicity, and Bochner-type formulas were

utilized.

Keywords: Compact and non-compact complete manifolds, Bach solitons, gradient

Bach solitons, parabolic manifolds.
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Introdução

O tensor de Bach foi introduzido por R. Bach [2] no ińıcio da década de 1920 com o

objetivo de estudar a Teoria da gravidade conforme. A teoria da gravidade conforme é

um ramo da f́ısica que investiga a natureza da gravidade sob uma perspectiva distinta

da abordagem convencional de Einstein. Em vez de se concentrar na métrica do espaço-

tempo, essa teoria explora a invariância sob transformações conformes.

Em 2012, Das e Kar introduziram, em seu trabalho [15], o conceito de fluxo de Bach

como uma equação de evolução no espaço das métricas Riemannianas, estabelecendo a

seguinte definição:
∂

∂t
g(t) = −B(t).

Os sólitons para um fluxo geométrico são caracterizados como as soluções auto-similares

do fluxo. O sóliton de Bach em uma variedade Riemanniana (Mn,g) é definido quando

existe um campo vetorial X ∈ X(M) e uma constante λ de modo que

B+ LXg = λg,

na variedade M. Onde LXg representa a derivada de Lie da métrica g na direção do

campo X. Quando o campo mencionado é um campo gradiente, ou seja, X = ∇f para f

sendo uma função suave em M chamada de função potencial, referimos-nos a ele como

um sóliton de Bach gradiente. Nesse caso, a equação pode ser reescrita como

B+ 2Hess(f) = λg,

em M.

No primeiro caṕıtulo, apresentamos conceitos preliminares essenciais para o desenvolvi-

mento deste trabalho, juntamente com definições relevantes de tensores que consideramos

fundamentais. As principais fontes para este caṕıtulo foram [10] e [16].

No segundo caṕıtulo, cuja fundamentação se baseou em [25], apresentaremos algumas

propriedades do fluxo de Bach e realizaremos uma análise dos sólitons de Bach, tanto
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Sumário 2

do tipo gradiente quanto não gradiente em variedades compactas. Nosso propósito é

investigar as condições nas quais esses sólitons exibem métrica Bach-flat.

No terceiro capitulo, realizamos um estudo de sólitons de Bach gradientes e não-

compactos, onde nosso objetivo foi estudar sob quais condições esses sólitons possuem me-

tricas Bach-flat, diferenciando entre aqueles que satisfazem a condição de Weyl harmônico

e os que atendem à condição de Ricci não negativo. As principais fontes de referência

para os resultados desse caṕıtulo foram [12] e [37].

No quarto caṕıtulo, conduzimos um estudo sobre sólitons de Bach não compactos

que, sob a condição de Ricci não positivo, apresentam métrica Bach-flat. Além disso,

desenvolvemos fórmulas do tipo Bochner para serem utilizadas como ferramentas em

algumas demonstrações. A principal referência para este caṕıtulo foi [12].



Caṕıtulo 1

Noções Preliminares

Neste caṕıtulo, serão introduzidas algumas definições e resultados fundamentais em geo-

metria Riemanniana, essenciais para a compreensão ao longo desta dissertação.

1.1 Gradiente, divergente e Laplaciano.

Nesta seção serão apresentadas as noções iniciais de gradiente, divergente e Laplaciano de

uma função suave, bem como algumas de suas propriedades.

Definição 1. Seja f : Mn → R uma função suave. O gradiente de f é o campo vetorial

suave ∇f, definido sobre M por

⟨∇f,X⟩ = X(f),

para todo X ∈ X(M).

Com base na definição anterior, derivam-se algumas proposições que se mostrarão úteis

para o desenvolvimento deste trabalho.

Proposição 1. Se f,g : Mn → R são funções suaves, então

(i) ∇(f+ g) = ∇f+∇g;

(ii) ∇(fg) = g∇f+ f∇g.

Demonstração. Observe que, ao considerar X como um campo suave sobre M, podemos
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deduzir, a partir da definição de gradiente, que

⟨∇(f+ g),X⟩ = X(f+ g) = X(f) + X(g)

= ⟨∇f,X⟩+ ⟨∇g,X⟩

= ⟨∇f+∇g,X⟩

e

⟨∇(fg),X⟩ = X(fg) = gX(f) + fX(g)

= ⟨g∇f+ f∇g,X⟩.

Definição 2. Seja X um campo vetorial suave em Mn. A divergência de X é a função

suave div : Mn → R, dada para p ∈ M por

(divX) (p) = tr(v 7→ (∇vX)(p)),

onde v ∈ TpM e tr denota o traço do operador linear entre parênteses.

Proposição 2. Se X, Y são campos vetoriais suaves em Mn e f : M → R é uma função

suave, então

(i) div(X+ Y) = divX+ divY;

(ii) div(fX) = fdiv(X) + ⟨∇f,X⟩.

Demonstração. Considere X, Y como campos suaves definidos em Mn e {e1, . . . , en} como

um referencial ortonormal em uma vizinhança aberta U ⊂ M. Temos então que

div(X+ Y) =

〈
n∑

i=1

∇ei
(X+ Y), ei

〉

=

〈
n∑

i=1

∇ei
X+

n∑
i=1

∇ei
Y, ei

〉

=

〈
n∑

i=1

∇ei
X, ei

〉
+

〈
n∑

i=1

∇ei
Y, ei

〉
= divX+ divY,



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 5

e

div(fX) =

〈
n∑

i=1

∇ei
(fX), ei

〉

=

〈
n∑

i=1

ei(f)X+

n∑
i=1

f∇ei
X, ei

〉

=

〈
n∑

i=1

ei(f)ei,X

〉
+

〈
f

n∑
i=1

∇ei
X, ei

〉

=

〈
n∑

i=1

ei(f)ei,X

〉
+ f

〈
n∑

i=1

∇ei
X, ei

〉
= ⟨∇f,X⟩+ fdivX.

Definição 3. Seja f : M → Rn uma função suave. O Laplaciano de f é a função

∆f : Mn → R dada por

∆f = div(∇f).

Corolário 1. Se f : Mn → R e ϕ : R → R são funções suaves, então

∆(ϕ ◦ f) = (ϕ ′′ ◦ f)|∇f|2 + (ϕ ′ ◦ f)∆f.

Demonstração. A partir da definição do Laplaciano, obtemos

∆(ϕ ◦ f) = div(∇(ϕ ◦ f))

= div((ϕ ′ ◦ f)∇f)

= ⟨∇(ϕ ′ ◦ f),∇f⟩+ (ϕ ′ ◦ f)div(∇f)

= ⟨(ϕ ′′ ◦ f)∇f,∇f⟩+ (ϕ ′ ◦ f)∆f.

Proposição 3. Dadas f,g : Mn → R funções suaves, tem-se

∆(fg) = g∆f+ f∆g+ 2⟨∇f,∇g⟩.

Em particular,
1

2
∆(f2) = f∆f+ |∇f|2.
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Demonstração. Considerando f e g como funções suaves, a partir da definição do Lapla-

ciano e das propriedades do divergente, conclúımos que:

∆(fg) = div(∇fg)

= div(f∇g+ g∇f)

= div(f∇g) + div(g∇f)

= fdiv(∇g) + ⟨∇f,∇g⟩+ gdiv(∇f) + ⟨∇g,∇f⟩

= f∇g+ g∇f+ 2⟨∇f,∇g⟩.

Agora, fazendo f = g na demonstração acima obtemos o caso particular.

Definição 4. Seja f : Mn → Rn uma função suave e p ∈ M. O Hessiano de f é o campo

de operadores lineares (Hessf)p : TpM → TpM, definido para v ∈ TpM por

(Hessf)p(v) = (∇v∇f)(p).

Segue das propriedades da conexão Riemanniana que se X é qualquer extensão de v a uma

vizinhança de p em Mn, então

(Hessf)p(v) = (∇X∇f)(p).

Da definição 4 temos a seguinte forma de expressar o Laplaciano.

Proposição 4. Se f : Mn → R é uma função suave, então

∆f = tr(Hessf).

Demonstração. Suponha que U ⊂ M seja uma vizinhança de p ∈ M na qual um referen-

cial móvel e1, . . . , en esteja definido. Então,

tr(Hessf)p =

〈
n∑

i=1

∇ei
∇f, ei

〉
p

= div(∇f)(p)

= ∆f(p).
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1.2 Tensores

Definição 5. Seja V um espaço vetorial de dimensão finita e V∗ o espaço dual de V.

Um s-tensor covariante em V é uma aplicação multilinear

T : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
s vezes

→ R.

Um r-tensor contravariante é uma aplicação multilinear

T : V∗ × . . .× V∗︸ ︷︷ ︸
r vezes

→ R.

Um tensor do tipo (r,s) é um tensor s-covariante e r-contravariante, isto é, uma aplicação

multilinear

T : V∗ × . . .× V∗︸ ︷︷ ︸
r vezes

V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
s vezes

→ R.

O conjunto de todos os (r, s)-tensores sobre V , equipado com as operações padrões de

adição e multiplicação por elementos de K, constitui um módulo sobre o corpo K. Um

tensor do tipo (0, 0) simplesmente corresponde a um elemento de K.

No contexto subsequente, (Mn,g) será usado para indicar uma variedade Riemanniana

de dimensão n com métrica g e conexão de Levi-Civita∇. Denotaremos o anel comutativo

das funções diferenciáveis (ou de classe C∞) sobre M como C∞. O espaço dos campos

diferenciáveis sobre M será representado por X(M).

Definição 6. Um campo de tensores ou um campo tensorial A em uma variedade Mn é

um tensor sobre C∞(M)-módulo X(M).

Portanto, um (r, s)-tensor A é uma aplicação

A : X(M)r × X(M)s → C∞(M)

multilinear sobre C∞. De maneira mais precisa, A é uma aplicação multilinear sobre

C∞(M) que associa a cada (r+s)-upla (Y1, . . . ,Yr,X1, . . . ,Xs) a uma função diferenciável

f = A(Y1, . . . ,Yr,X1, . . . ,Xs) : M
n → R.

A posição ocupada por Yi é denominada como a i-ésima entrada contravariante, enquanto

a posição ocupada por Xj é referida como a j-ésima entrada covariante. Dessa maneira,

os tensores do tipo (0, s) são identificados como contravariantes.
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A seguir, apresentaremos a definição de alguns tensores essenciais no estudo da geo-

metria Riemanniana.

Definição 7. Seja (Mn,g, f) uma variedadde Riemanniana. O tensor curvatura de Rie-

mann é o (1,3)-tensor

Rm : X(M)× X(M)× X(M) → X(M),

dado por

Rm(X, Y,Z) = ∇Y∇xZ−∇X∇YZ+∇[X,Y]Z,

para todo X, Y,Z ∈ X(M).

Em coordenadas, temos

Rm

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Rl

ijk

∂

∂xl
.

Também por vezes iremos interpretar o tensor Rm como um (0, 4)-tensor, definido por

Rm : X(M)× X(M)× X(M)× X(M) → C∞(M)

onde

Rm(X, Y,W,Z) = g(Rm(X, Y,Z),Z).

Em coordenadas, temos

Rm

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
,

∂

∂xk
,
∂

∂xl

)
= Rijkl.

Proposição 5. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as seguintes propriedades

(i) Rm(X, Y,W,Z) = −Rm(Y,X,W,Z) = Rm(Y,X,Z,W)

(ii) Rm(X, Y,W,Z) = Rm(W,Z,X, Y)

(iii) Primeira Identidade de Bianchi

Rm(X, Y,W,Z) + Rm(Y,W,X,Z) + Rm(W,X, Y,Z) = 0.

Em coordenadas,

Rijkl + Rjkil + Rkijl = 0.
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(iv) Segunda Identidade de Bianchi

(∇WRm)(X, Y,Z,U) + (∇YRm)(W,X,Z,U) + (∇XRm)(Y,W,Z,U) = 0.

Em coordenadas se torna

∇lRijks +∇jRliks +∇iRjlks = 0.

Demonstração. Para uma demonstração veja [16].

Definição 8. Dados dois vetores x e y não nulos e linearmente independentes em TpM,

definimos a curvatura seccional do plano σ gerado pelos vetores x e y por

K(σ) = K(x,y) =
R(x,y, x,y)

|x|2|y|2 − g(x,y)2
.

Definição 9. O tensor curvatura de Ricci é o (0, 2)-tensor

Ric : X(M)× X(M) → C∞(M)

dado pelo traço do tensor curvatura de Riemann, isto é,

Ric(X,Z) = tr (Y 7−→ Rm(X, Y)Z)

donde X, Y,Z ∈ X(M). Em coordenadas temos que

(Ric)ik = Rik = gilRijkl.

Definição 10. A curvatura escalar de uma variedade é a função R : M → R dada por

R = tr(Ric).

Em coordenadas,

R = gikRik.

Proposição 6. (Identidade de Ricci) Seja M uma variedade Riemanniana e f : M → R

uma função suave. Para quaisquer campos X, Y,Z ∈ X(M), vale a seguinte identidade

(∇XHessf)(Y,Z) − (∇YHessf)(X,Z) = ⟨R(X, Y)Z,∇f⟩.

Em coordenadas,

∇i∇j∇kf−∇j∇i∇kf = Rijkl∇lf. (1.1)



Caṕıtulo 1. Noções Preliminares 10

Demonstração. Para uma demonstração veja [10].

Proposição 7. Em uma variedade Riemanniana (Mn,g) vale

(i) Identidade de Ricci contráıda

∇jRik −∇iRjk = gls∇lRijks.

(ii) Segunda Identidade de Bianchi contráıda duas vezes

gjk∇jRik =
1

2
∇iR. (1.2)

Demonstração. Para provar (i), tome o traço na segunda identidade de Bianchi para obter:

0 = gls∇lRjiks + gls∇jRilks + gls∇iRijks

= gls∇lRjiks +∇j(g
lsRilks) −∇j(g

ls)Rilks +∇i(g
lsRljks) −∇i(g

ls)Rljks

= gls∇lRjiks +∇j(g
lsRilks) +∇i(g

lsRljks)

= gls∇lRjiks +∇j(g
lsRilks) −∇i(g

lsRjlks)

= −gls∇lRijks +∇jRik −∇iRjk.

Portanto,

∇jRik −∇iRjk = gls∇lRijks.

Isto prova o item (i).

Para o item (ii), reescrevendo a equação acima da seguinte maneira:

∇iRjk = ∇jRik + gls∇lRjiks, (1.3)

tome o traço na equação (1.3), e dáı:

∇i(g
jkRjk) = gjk∇jRik + gls∇l(g

jkRijsk),

i.e.,

∇iR = gjk∇jRik + gls∇lRis.

Logo, fazendo uma troca conveniente de ı́ndices

∇iR = 2gik∇jRik.

Donde conclúımos que

gjk∇jRik =
1

2
∇iR.
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Proposição 8. (Fórmula de Bochner) Seja f : M → R uma função suave, então

1

2
∆|∇f|2 = Ric(∇f,∇f) + ⟨∇f,∇∆f⟩+ |Hess(f)|2. (1.4)

Demonstração. Para uma demonstração veja [11].

É posśıvel estender aos tensores a noção de derivada covariante.

Definição 11. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante ∇T de T é um

tensor de ordem (r+1) dada por

∇T(Y1, . . . , Tr,Z) = Z(T(Y1, . . . ,Yr)) − T(∇ZY1, . . . ,Yr) − . . .− T(Y1, . . . ,Yr−1,∇ZYr).

Para cada Z ∈ (M), a derivada covariante ∇ZT de T em relação a Z é um tensor de

ordem r dado por

∇ZT(Y1, . . . ,Yr) = ∇T(Y1, . . . ,Yr,Z).

Proposição 9. Seja T um (0,2)-tensor e g a métrica Riemanniana, então

⟨g, T⟩ = tr{T }.

Demonstração. Seja {ei} um referencial ortonormal. Sendo T um (0, 2)-tensor e escrevendo

Tij = T(ei, ej), tem-se

⟨g, T⟩ =
n∑

i,j=1

gijTij =

n∑
i,j=1

δijTij =
∑
i

Tii = trgT .

Portanto, ⟨g, T⟩ = tr{T }.

Para n ⩾ 3, a decomposição ortogonal do tensor de Riemann é dada por

Rm = W +A 7 g (1.5)

onde A é o tensor de Schounten,

A =
1

2

(
Ric−

R

2(n− 1)
g

)
(1.6)

e 7 é o produto de Kulkarni-Nomizo entre tensores simétricos de ordem 2 definido por

(T 7 S)ijkl = TikSjl + TjlSik − TilSjk − TjkSil. (1.7)

Logo, podemos reescrever (1.5) como

Rijkl = Wijkl +
1

n− 2
(Ric 7 g)ijkl −

R

2(n− 1)(n− 2)
(g 7 g)ijkl

= Wijkl +
1

n− 2
(Rikgjl + Rjlgik − Rilgjk − Rjkgil)

−
R

(n− 1)(n− 2)
(gikgjl − gilgjk).
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Definição 12. O tensor de Weyl é o tensor definido pela seguinte fórmula de decom-

posição ortogonal do tensor de Riemann em dimensão n ⩾ 3,

W = Rm−A 7 g,

onde A é o tensor de Schounten.

Em coordenadas,

Wijkl = Rijkl −
1

n− 2
(gikAjl − gjkAil + gjlAik − gilAjk). (1.8)

Mais explicitamente,

Wijkl = Rijkl −
1

n− 2
(Rikgjl + Rjlgik − Rilgjk − Rjkgil)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(gikgjl − gilgjk).

(1.9)

Proposição 10. O tensor de Weyl satisfaz as seguintes propriedades:

(i) W é livre de traços.

(ii) Wijkl = −Wjikl = Wjilk.

(iii) O tensor W satisfaz a primeira identidade de Bianchi, isto é,

Wijkl +Wjkil +Wkijl = 0.

Demonstração. Para o item (i), tome o traço do tensor W em relação a i,k. Assim,∑
i,k

gikWijkl =
∑
i,k

(
gikRijkl −

1

n− 2
(gikRikgjl + gikRjlgik − gikRilgjk − gikRjkgil)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(gikgikgjl − gikgilgjk)

)
=

∑
i,k

(
Rjl −

1

n− 2
(Rgjl + nRjl − δijRil − δklRjk)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(ngjl − δklgjk)

)
=

∑
k

(
Rjl −

1

n− 2
(Rgjl + nRjl − Rjl − δklRjk)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(ngjl − δklgjk)

)
,
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i.e, ∑
i,k

gikWijkl = Rjl −
1

n− 2
(Rgjl + nRjl − Rjl − Rjl)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(ngjl − gjl)

= Rjl −
1

n− 2
(Rgjl + (n− 2)Rjl) +

R

(n− 1)(n− 2)
(n− 1)gjl

= −
R

n− 2
gjl +

R

n− 2
gjl

= 0.

De maneira análoga podemos mostrar que em qualquer dois ı́ndices o tensor de Weyl

é livre de traços.

Para demonstrar o item (ii), observe que

Wijkl = Rijkl − (A 7 g)ijkl

= −Rjikl − (Aikgjl +Ajlgik −Ailgjk −Ajkgil)

= −Rjikl +Ajkgil +Ailgjk −Ajlgik −Aikgjl

= −(Rjikl − (A 7 g)jikl)

= −Wjikl,

e

−Wjikl = −(Rjikl − (A 7 g)jikl)

= −Rjikl +Ajkgil +Ailgjk −Ajlgik −Aikgjl

= Rjilk − (Ajlgik +Aikgjl −Ajkgil −Ailgjk)

= Rjilk − (A 7 g)jilk

= Wjikl,

o que mostra o item (ii).

Substituindo a equação (1.5) na primeira identidade de Bianchi, temos

0 = Rijkl + Rjkil + Rkijl

= (Wijkl + (A 7 g)ijkl) + (Wjkil + (A 7 g)jkil)

+ (Wkijl + (A 7 g)kijl).
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Assim,

Wijkl +Wjkil +Wkijl = −(A 7 g)ijkl − (A 7 g)jkil − (A 7 g)kijl

= −Aikgjl −Ajlgik +Ailgjk +Ajkgil

−Ajigkl −Aklgji +Ajlgki +Akigjl

−Akjgil −Ailgkj +Aklgij +Aijgkl

= 0,

o que mostra o item (iii).

Observação 1. Em uma variedade Riemanniana com dimensão n = 3, o tensor de Weyl

se anula. Veja exerćıcio 1.58 de [10].

Definição 13. Em uma variedade Riemanniana (Mn,g), n ⩾ 4, o tensor de Bach é

definido como

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWikjl +

1

n− 2
RklWikjl. (1.10)

Definição 14. A seguinte expressão coordenada

Cijk = ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)
(gjk∇iR− gik∇jR) (1.11)

define um (0, 3) tensor em (Mn,g), chamado tensor de Cotton.

Em termos do tensor Schounten (1.6), podemos reescrever o tensor de Cotton como

Cijk = ∇iAjk −∇jAik, (1.12)

e também o tensor de Bach da seguinte maneira:

Bij =
1

n− 2
(∇kCkij + RklWikjk) . (1.13)

Proposição 11. Para n ⩾ 3, temos

Cijk = −
n− 2

n− 3
∇lWijkl. (1.14)

Demonstração. Por (1.6), temos:

∇lAjl = ∇lRjl −∇l

R

2(n− 1)
gjl

= ∇lRjl −
1

2(n− 1)
∇jR

=
1

2
∇jR−

1

2(n− 1)
∇jR

=
(n− 2)∇jR

2(n− 1)
,

(1.15)
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onde a terceira igualdade segue da segunda identidade de Bianchi contráıda duas vezes.

Calculando o divergente de W em (1.8) e tomando o traço em l, s, temos:

gls∇sWijkl = gls∇sRijkl −
1

n− 2
(gikg

ls∇sAjl − gilg
ls∇sAjk − gjkg

ls∇sAil

+ gjlg
ls∇sAik)

= ∇iRjk −∇jRik −
1

n− 2
(gik∇lAjl − gil∇lAjk − gjk∇lAil + gjl∇lAik)

= ∇iRjk −∇jRik −
1

n− 2
(gik∇lAjl −∇iAjk − gjk∇lAil +∇jAik)

= ∇iRjk −∇jRik −
1

n− 2
(gik∇lAjl − gjk∇lAil − (∇iAjk +∇jAik)) ,

= ∇iRjk −∇jRik −
1

n− 2
(gik∇lAjl − gjk∇lAil − Cijk)

= ∇iRjk −∇jRik −
1

n− 2

(
gik

n− 2

2(n− 1)
∇jR− gjk

n− 2

2(n− 1)
∇iR− Cijk

)
= ∇iRjk −∇jRik −

1

2(n− 1)
gik∇jR+

1

2(n− 1)
gjk∇iR+

1

n− 2
Cijk

= ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)
gik∇jR+

1

2(n− 1)
gjk∇iR+

1

n− 2
Cijk,

onde a segunda igualdade segue da identidade de Ricci contráıda, a quinta igualdade segue

de (1.12), a sexta igualdade segue de (1.15). Dáı, segue de (1.6)

gls∇sWijkl = ∇i

(
Rjk +

R

2(n− 1)
gjk

)
−∇j

(
Rik +

R

2(n− 1)
gik

)
+

1

n− 2
Cijk

= ∇i (2Rjk −Ajk) −∇j (2Rik −Aik) +
1

n− 2
Cijk

= 2∇iRjk − 2∇jRik −∇jk +∇jAik +
1

n− 2
Cijk

= −Cijk +
1

n− 2
Cijk

= −
n− 3

n− 2
Cijk.

Logo, obtemos:

Cijk = −
n− 2

n− 3
gls∇sWijkl

= −
n− 2

n− 3
∇lWijkl

o que demonstra a proposição.

Observação 2. Quando o divergente do tensor de Weyl é nulo, o chamamos Weyl

harmônico. Logo, proposição acima podemos afirmar que Weyl harmônico é equivalente

a Cotton nulo.
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Proposição 12. (Propriedades do Tensor de Cotton)

(i) O tensor de Cotton é antissimétrico, i.e, Cijk = −Cjik, ∀i, j,k;

(ii) O tensor de Cotton é livre de traços, i.e, gijCijk = gikCijk = 0.

Demonstração. Da definição do tensor de Cotton,

Cijk = ∇iAjk −∇jAik

= −(∇jAik −∇iAjk)

= −Cjik,

o que demonstra o item (i).

Da equação (1.14), temos:

gijCijk = −gijn− 2

n− 3
∇lWijkl = −

n− 2

n− 3
∇lg

ijWijkl = 0,

já que o tensor de Weyl é livre de traços. Isto demonstra o item (ii).

Proposição 13. O tensor de Bach é livre de traços em dimensão n ⩾ 4, o que pode ser

expresso como tr(B) = 0.

Demonstração. O tensor de Bach é dado da seguinte maneira,

Bij =
1

n− 3

n∑
k,j=1

∇k∇lWikjl +
1

n− 2

n∑
k,j=1

RklWikjl.

Conforme evidenciado anteriormente, tanto o tensor de Weyl quanto o tensor de Cotton

são livre traços, o que implica que tr(B) = 0.

Lema 1. Para toda função suave f : M → R, vale

∆∇if = ∇i∆f+ Rij∇jf. (1.16)

Demonstração. Da identidade de Ricci teremos:

∆∇if = ∇j∇i∇jf = ∇i∇j∇jf− Rjijk∇kf.

Donde segue,

∆∇if = ∇i∆f+ Rij∇jf.
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1.3 Variedades de Einstein

Aqui abordaremos um pouco sobre variedades de Einstein bem como algumas de suas

propriedades.

Definição 15. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é chamada variedade de Einstein

se o tensor de Ricci é um múltiplo da métrica g, ou seja,

Ric(X, Y) = fg(X, Y)

para todo X, Y ∈ X(M) em que f : M → R é uma função diferenciável.

Em coordenadas,

Rij = fgij. (1.17)

Observação 3. Ao tomar o traço em (1.17), teremos que R = fn. Disto, segue que

f =
R

n
. Logo, M é uma variedade de Einstein se e somente se

Ric =
R

n
g. (1.18)

Proposição 14. (Lema de Schur) Se (Mn,g) é uma variedade de Einstein conexa e

n ⩾ 3, então M tem curvatura escalar constante.

Demonstração. Das equações (1.17) e (1.18), temos:

∇inf = ∇iR = 2gjk∇jRik = 2∇kRik = 2∇kfgik = 2∇if

Assim,

(n− 2)∇if = 0.

Portanto, como M é conexa, para n ⩾ 3 segue que f é constante.



Caṕıtulo 2

Sólitons de Bach compactos

Neste caṕıtulo apresentaremos algumas das propriedades para o fluxo de Bach e apre-

sentaremos o conceito de sóliton do fluxo de Bach. De agora em diante, consideremos

a convenção de soma de Einstein, onde somamos os ı́ndices de repetição. Os resultados

deste caṕıtulo têm como referência principal [25].

2.1 Fluxo de Bach

Um fluxo geométrico é uma equação diferencial em que a métrica é tratada como uma

função g(t) dependente do tempo em uma variedade Riemanniana e é modificada ao longo

do tempo de acordo com a curvatura da variedade. A utilização do fluxo geométrico

associado a um tensor nos permite empregar ferramentas de equações diferenciais para

examinar a interação entre métricas e curvatura. O seguinte fluxo geométrico, definido

como fluxo de Bach, foi apresentado em [15], e é expresso da seguinte maneira:

∂

∂t
gij = −Bij. (2.1)

Explorando ainda mais a interação entre fluxo geométrico e tensores, o tensor de

Bach, introduzido por R. Bach [2] nos anos 1920 para estudar a Teoria da Gravidade

Conforme, que representa uma abordagem alternativa à teoria da relatividade geral de

Einstein. Na gravidade conforme, a ideia central é que as leis da f́ısica são invariantes sob

transformações conforme. Em outras palavras, a teoria assume que as propriedades f́ısicas

de um sistema não mudam quando o espaço-tempo é multiplicado por um fator escalar.

Em contraste com a equação de Einstein (estudada na teoria da gravidade), a Teoria da

Gravidade Conforme adota a equação de Bach Bµν = KTµν, onde K é uma constante

18
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relacionada à gravidade conforme e Tµν é o tensor de energia-momento. Essa equação

descreve a geometria do espaço-tempo e garante a conservação local da energia-momento.

Para uma compreensão mais aprofundada, consulte [33, 34].

Vale ressaltar que em 2010, soluções derivadas da equação de fluxo de Bach apareceram

como soluções relevantes na teoria de gravidade de Horava-Lifshitz. Esta teoria, proposta

em cinco dimensões, representa uma abordagem teórica que visa ajustar a relatividade

geral de Einstein em escalas cosmológicas. O objetivo é manter a invariância de Lorentz

em ńıveis baixos de energia, proporcionando uma visão diferenciada e promissora sobre

os fenômenos gravitacionais em nosso universo. Para mais detalhes, consulte [4].

Para o que se segue, diremos que uma métrica Riemanniana é Bach-flat quando o

tensor de Bach é nulo, isto é, Bij = 0.

No sentido de estudar o comportamento de certas métricas de variedades que satisfa-

zem a equação (2.1), coletamos algumas propriedades iniciais como segue:

Proposição 15 ([25]). O fluxo de Bach preserva o volume de M.

Demonstração. Seja M uma variedade Riemanniana satisfazendo a equação (2.1). A

forma de volume da métrica Riemanniana é dada por:

dVg =
√
detgij dx

1 dx2 . . .dxn.

Assim,

∂

∂t
dVg =

∂

∂t
(
√

detgij dx
1 dx2 . . .dxn)

= −
1

2
√

detgij

∂

∂t
(detgij)dx

1 dx2 . . .dxn +
√

detgij

∂

∂t
(dx1 dx2 . . .dxn)

= −
1

2
√

detgij

det(gij)tr(g
ij ∂

∂t
(gij))dx

1 dx2 . . .dxn

= −
1

2

√
detgijtr(g

ij ∂

∂t
(gij))dx

1 dx2 . . .dxn

= −
1

2

√
detgijg

ij ∂

∂t
(gij)dx

1 dx2 . . .dxn

=
1

2

√
detgijg

ijBijdx
1 dx2 . . .dxn

=
1

2
gijBij

√
detgijdx

1 dx2 . . .dxn

=
1

2
gijBijdVg

= 0,
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onde na penúltima igualdade usamos que o tensor de Bach é livre de traços, o que de-

monstra a proposição.

Observação 4. O fluxo de Bach não preserva a estrutura conforme em geral. De fato, o

fluxo de Bach preserva a estrutura conforme apenas quando a métrica inicial for Bach-flat.

Para ver isto, observe que sendo g̃ = e2ug, temos

Γ̃mij =
1

2
g̃km(∂ig̃jk + ∂jg̃ik − ∂kg̃ij)

=
1

2

1

e2u
gkm(e2u∂igjk + e2u∂jgik − e2u∂kgij)

= Γmij .

Portanto, segue diretamente que R̃s
ijk = Rs

ijk, R̃ijkl = e2uRijkl, R̃ij = Rij e R̃ = e−2uR.

Assim,

W̃ikjl = R̃ikjl −
1

n− 2
(R̃ijg̃kl + R̃klg̃ij − R̃ilg̃kj − R̃klg̃il)

+
R̃

(n− 1)(n− 2)
(g̃ijg̃kl − g̃ilg̃kl)

= e2uRikjl −
1

n− 2
(Rije

2ugkl + Rkle
2ugij − Rile

2ugkj − Rkle
2ugil)

+
e−2uR

(n− 1)(n− 2)
(e2ugije

2ugkl − e2ugile
2ugkl)

i.e,

W̃ikjl = e2uWikjl.

Logo, calculando B̃ij, temos

B̃ij =
1

n− 3
∇k∇lW̃ikjl +

1

n− 2
R̃klW̃ikjl

=
1

n− 3
∇k∇le

2uWikjl +
1

n− 2
Rkle

2uWikjl

=
e2u

n− 3
∇k∇lWikjl +

e2u

n− 2
RklWikjl

= e2uBij.

Portanto,

B̃ij = e2uBij, (2.2)

onde B̃ij e Bij são os tensores de Bach de g̃ e g respectivamente. Portanto, se g̃ = e2ug

é a solução do fluxo de Bach, temos:

−B̃ij =
∂

∂t
(g̃ij) =

∂

∂t
(e2ugij) = 2e2u

∂u

∂t
gij.
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Portanto, por (2.1) e (2.2), temos:

2e2u
∂u

∂t
gij = −e2uBij. (2.3)

Tomando o traço dos dois lados em (2.3), obtemos:

2ne2u
∂u

∂t
= 0,

i.e.,
∂u

∂t
= 0, (2.4)

Segue de (2.4) que:

−B̃ij =
∂

∂t
g̃ij = 2e2u

∂u

∂t
gij = 0,

o que implica que B̃ij = 0 para todo t ⩾ 0. Em particular, a métrica inicial é Bach-flat.

A seguinte proposição nos afirma que se g é uma métrica Einstein, então g é Bach-flat.

A demonstração, baseada em manipulações álgebricas e cálculos diferenciais, nos revela

que o tensor de Bach é nulo para métricas Einstein.

Proposição 16 ([25]). Se g é Einstein, então g é Bach-flat.

Demonstração. Da Observação 3, se g é Einstein, então

Rij =
R

n
gij. (2.5)

Da Proposição 14 temos que a curvatura escalar R é constante para n ⩾ 3. Substituindo

a equação (2.5) na expressão do tensor de Weyl, obtemos

Wikjl = Rikjl −
1

n− 2

(
R

n
gijgkl +

R

n
gklgij −

R

n
gilgkj −

R

n
gkjgil

)
+

R

(n− 1)(n− 2)
(gijgkl − gilgkj)

= Rikjl −
R

n(n− 2)
(gijgkl + gklgij − gilgkj − gkjgil)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(gijgkl − gilgkj)

= Rikjl −
R

n(n− 2)
(2gijgkl − 2gilgkj) +

R

(n− 1)(n− 2)
(gijgkl − gilgkj)

= Rikjl +

(
−

2R

n(n− 2)
+

R

(n− 1)(n− 2)

)
gijgkl

+

(
2R

n(n− 2)
−

R

(n− 1)(n− 2)

)
gilgkj

= Rikjl −
R

n(n− 1)
(gijgkl − gilgkj).
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Assim,

Wikjl = Rikjl −
R

n(n− 1)
(gijgkl − gilgkj). (2.6)

Veja ainda que, por (2.5)

RklWikjl =
R

n
gklWikjl = 0, (2.7)

pois o tensor de Weyl é livre de traços. Assim, através da equação (2.6) e da definição do

tensor de Bach,

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWikjl +

1

n− 2
RklWikjl

=
1

n− 3
∇k∇l

(
Rikjl −

R

n(n− 1)
(gijgkl − gilgkj)

)
=

1

n− 3
∇k∇lRikjl −

R

n(n− 1)(n− 3)
∇k∇l(gijgkl − gilgkj)

=
1

n− 3
∇k∇lRikjl.

(2.8)

Pela identidade de Bianchi, temos:

∇lRikjl +∇iRkljl +∇kRlijl = 0.

Assim,

∇lRikjl = −∇iRkljl −∇kRlijl

= −∇iRkljl +∇kRiljl

= −∇iRkl +∇kRij

= −∇i

(
R

n
gkl

)
+∇k

(
R

n
gij

)
= −

(
R

n

)
∇igkl +

(
R

n

)
∇kgij

= 0,

(2.9)

onde a quarta igualdade segue da equação (2.5). Portanto, de (2.8) e (2.9) conclúımos

que Bij = 0.

O seguinte Lema devido a Cao e Chen, nos apresenta o divergente do tensor de Bach.

Lema 2 ([9]). Para n ⩾ 4, temos:

divB = ∇jBij =
n− 4

(n− 2)2
CijkRjk. (2.10)
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Demonstração. Da definição de tensor de Bach em termos do tensor de Schouten (1.13),

temos

∇iBij = ∇i

(
1

n− 2
(∇kCkij + RklWikjl)

)
,

i.e.,

(n− 2)∇iBij = ∇i∇kCkij +∇iRklWikjl

= ∇i∇k (∇kAij −∇iAkj) +∇k(Rkl)Wikjl + Rkl∇kWikjl.

Mas,

∇i∇k(∇kAij −∇iAkj) = ∇i∇k∇kAij −∇i∇k∇iAkj

= ∇i∇k∇kAij −∇k∇i∇kAij

= (∇i∇k −∇k∇i)∇kAij

= −Ril∇lAij + Rkl∇kAlj + Rikjl∇kAil

= Rikjl∇kAil.

Usando (1.8),

∇i∇k(∇kAij −∇iAkj) +∇k(Rkl)Wikjl = Rikjl∇kAil +∇k(Rkl)Wikjl

= Rikjl∇kAil +∇k(Akl)Wikjl

= (Rikjl −Wikjl)∇kAil

=
1

n− 2
(AjkgilClki +AikCkji)

= −
1

n− 2
RkiCjki.

Pela relação (1.14), temos:

∇kWikjl =
n− 3

n− 2
Cjkl.

Substituindo isto, temos

(n− 2)∇iBij = ∇i∇k(∇kAij −∇iAkj) +∇kRklWikjl + Rkl∇kWikjl

= −
1

n− 2
RkiCjki + Rkl

n− 3

n− 2
Cjik

= −
1

n− 2
RklCjkl + Rkl

n− 3

n− 2
Cjkl

=
n− 4

n− 2
CjklRkl.
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Portanto,

∇iBij =
n− 4

(n− 2)2
CjklRkl.

Observação 5. Do Lema acima, segue que quando n = 4 o tensor de Bach tem divergente

nulo.

2.2 Sóliton do fluxo de Bach

Na presente seção, investigaremos o sóliton associado ao fluxo de Bach. De maneira mais

espećıfica, considerando uma variedade Riemanniana (M,g0), a função g(t) representa o

sóliton correspondente ao fluxo geométrico

∂

∂t
g(t) = F(g(t)), com g(0) = g0, (2.11)

se

g(t) = σ(t)ϕ∗
t(g0) (2.12)

é a solução de (2.11), σ é uma função dependendo apenas de t com σ(0) = 1 e ϕt é uma

famı́lia de difeomorfismos de M tal que ϕ0 = IdM. Tomando a derivada de (2.12) em

relação a t e avaliando-a em t = 0,

−B =

{
∂

∂t
σ(t)

} ∣∣∣∣
t=0

ϕ∗
0(g0) + σ(0)

{
∂

∂t
ϕ∗

t(g0)

} ∣∣∣∣
t=0

,

i.e,

−B =

{
∂

∂t
σ(t)

} ∣∣∣∣
t=0

g0 + LXg0.

Tomando

{
∂

∂t
σ(t)

} ∣∣∣∣
t=0

= λ, segue-se que o sóliton para o fluxo de Bach é dado por:

Bij + (LXg)ij = λgij, (2.13)

onde L denota a derivada de Lie. Se o campo vetorial X é gradiente, i.e., X = ∇gf para

alguma função suave f em M, a equação (2.13) se torna o sóliton gradiente dado por

Bij + 2∇i∇jf = λgij. (2.14)

A seguir, demonstraremos que a métrica de qualquer sóliton gradiente compacto para o

fluxo de Bach deve ser Bach-flat.
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Teorema 1 ([25]). Todo sóliton gradiente compacto (2.14) para o fluxo de Bach (2.1), é

Bach-flat.

Demonstração. Pela definição (1.10), o tensor de Bach é livre de traços. Portanto, ao

tomar o traço em ambos os lados de (2.14), tem-se

2∆f = λn. (2.15)

Integrando (2.15) sobre M e aplicando o teorema da divergência, obtemos

0 = 2

∫
M

∆f =

∫
M

λn = λnvol(M).

O que implica,

λ = 0. (2.16)

Dáı, por (2.15) temos que ∆f = 0, isto é, f é uma função harmônica. Como qualquer

função harmônica em uma variedade compacta M deve ser constante (pelo teorema de

Hopf), segue de (2.14) que

Bij = 0,

i.e, (M,g) é Bach-flat.

Usaremos a ideia da prova do Teorema 1 para estudar os sólitons de Bach no caso

não gradiente. Contudo, para fundamentar a prova do Teorema 2, utilizaremos o seguinte

lema amplamente reconhecido na literatura, o qual desempenhará um papel crucial em

nossa argumentação.

Lema 3. Para qualquer campo (0, 2)-tensorial ϕ e campo vetorial ξ, vale o seguinte

⟨Lξg,ϕ⟩ = 2div(ιξϕ) − 2(divϕ)(ξ),

onde ιξϕ é uma 1-forma tal que ιξϕ(.) = ϕ(ξ, .).

Demonstração. Considere um campo (0, 2)-tensorial simétrico ϕ e um campo vetorial ξ.

Para um (0, 2)-tensor A, sabemos que A(x,y) = g(A(x,y),y). Assim,

⟨A,B⟩ =
∑
i

g(A(ei),B(ei)) =
∑
i

A(ei,B(ei)),

onde B é um (1, 1)-tensor. Considere a derivada de Lie como um (0, 2)-tensor, e ϕ um

(1, 1)-tensor. Primeiro, examinando a mudança de tipo. Vejamos: sendo

ϕ(X, Y) = g(ϕ(X), Y),
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temos que

ϕ(X,Ej) = g(ϕ(X),Ej).

Logo,

ϕ(X) =
∑
j

g(ϕ(X),Ej)Ej.

Como

div(ιξϕ) =
∑
i

(∇Ei
ιξϕ) (Ei)

=
∑
i

∇Ei
ϕ(ξ,Ei)

=
∑
i

∇Ei
g(ϕ(Ei), ξ)

e

divϕ(ξ) =
∑
i

g(ξ,∇Ei
(ϕ(Ei))),

obtemos,

⟨Lξg,ϕ⟩ =
∑
i

Lξg(Ei,ϕ(Ei))

=
∑
i

g (∇Ei
ξ,ϕ(Ei)) +

∑
i

g
(
Ei,∇ϕ(Ei)ξ

)
=

∑
i

g (∇Ei
ξ,g(ϕ(Ei),Ej)Ej) +

∑
i

g
(
Ei,∇g(ϕ(Ei),Ej)Ej

ξ
)

=
∑
i

g (ϕ(Ei),Ej)g (∇Ei
ξ,Ej) +

∑
i

g (ϕ(Ei),Ej)g
(
Ei,∇Ej

ξ
)

= 2
∑
i

g (ϕ(Ei),Ej)g (∇Ei
ξ,Ej)

= 2
∑
i

(g(∇Ei
ξ,ϕ(Ei))

= 2
∑
i

[∇Ei
g(ξ,ϕ(Ei)) − g(X,∇Ei

(ϕ(Ei)))]

= 2divιξϕ− 2 (divϕ) (ξ).

Assim, temos a identidade desejada.

Agora estamos prontos para enunciar e provar o seguinte.

Teorema 2 ([25]). Seja (M4,g,X) um sóliton compacto 4-dimensional (2.13) para o fluxo

de Bach (2.1). Então (M4,g) deve ser Bach-flat e X é um campo vetorial de killing.
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Demonstração. Note que se ϕ é um campo (0, 2)-tensorial, então pelo Lema 3 temos

⟨LXg,ϕ⟩ = 2div(ιXϕ) − 2(divϕ)(X), (2.17)

para qualquer campo vetorial X em M, onde ιXϕ é a 1-forma dada por ιXϕ(.) = ϕ(X, ·).

Tomando a divergência na equação do sóliton para o fluxo de Bach (2.13) e pelo fato de

o tensor de Bach (1.10) ter divergente nulo em dimensão quatro, temos:

div(LXg) = div(λg)

i.e,

div(LXg) = 0.

Fazendo ϕ = LXg na expressão (2.17), obtemos

⟨LXg,LXg⟩ = |LXg|
2

= 2div(ιXLXg) − 2div(LXg)(X)

= 2div(ιXLXg),

i.e.,

|LXg|
2 = 2div(ιXLXg). (2.18)

Integrando (2.18) sobre M,∫
M

|LXg|
2 = 2

∫
M

2div(ιXLXg) = 0,

pelo teorema da divergência, o que implica, LXg = 0 e, portanto, X é um campo vetorial

de Killing. Além disso, tomando o traço em (2.13), obtemos

λ = 0.

Portanto,

Bij = 0,

donde conclúımos que (M,g) é Bach-flat.

É importante ressaltar que o resultado obtido no teorema acima ainda é válido se

assumirmos Weyl harmônico (divW = 0) devido a relação (1.14). A condição de Weyl

harmônico desempenha um papel fundamental na teoria de sólitons para o fluxo de Bach,

pois ao estender o resultado deste teorema para esse contexto, podemos compreender
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melhor o que acontece em dimensões maiores que n = 4 no contexto de sólitons para o

fluxo de Bach.

Utilizaremos a abordagem empregada na demonstração do Teorema 1 para analisar os

sólitons de Bach em situações não compactas. No entanto, para sustentar a argumentação

no contexto da prova do Corolário 2, utilizaremos o seguinte lema segundo Karp, o qual

desempenhará um papel crucial em nosso racioćınio.

Lema 4 ([28]). Se M é uma variedade Riemanniana n-dimensional completa, não-

compacta com curvatura seccional não-negativa, então nenhuma função C2 subharmônica

u tem seu gradiente ∇gu satisfazendo∫
M

|∇gu|
n

n−1 < ∞.

Demonstração. Para uma demonstração veja [28].

Corolário 2 ([25]). Seja (Mn,g, f) um sóliton gradiente completo não compacto (2.14)

para o fluxo de Bach, tal que M tenha curvatura seccional não negativa e o gradiente de

f satisfaça: ∫
M

|∇gf|
n

n−1 < ∞.

Então (Mn,g) é Bach-flat.

Demonstração. Tomando o traço do sóliton gradiente (2.14), temos,

2∆f = λn. (2.19)

Se λ ⩾ 0, então segue que f é claramente uma função subharmônica. Se λ < 0, então

segue de que −f é uma função subharmônica, pois

2∆(−f) = −λn ⩾ 0.

Em ambos os casos, pelo Lema 4, podemos concluir que f é uma função constante.

Logo, pela equação (2.19), temos λ = 0. Portanto, segue de (2.14) que Bij = 0, ou seja,

(M,g) é Bach-flat. Isso prova a afirmação.

Exploraremos agora um resultado que conecta as propriedades de um sóliton gradiente

4-dimensional para o fluxo de Bach à curvatura de Ricci de M. Este resultado estabelece

que, quando a curvatura de Ricci é positiva ou negativa, (M,gij) é Bach-flat.
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Teorema 3 ([25]). Seja (M4,g, f) um sóliton gradiente 4-dimensional (2.14) para o fluxo

de Bach tal que M tenha curvatura de Ricci positiva ou negativa, então (M4,g) é Bach-

flat.

Demonstração. Tomando a derivada covariante de ambos os lados na equação do sóliton

gradiente (2.14) e utilizando a relação (2.10) com n = 4, obtemos:

0 =
n− 4

(n− 2)2
CjikRik = ∇iBij = ∇iλgij − 2∇i∇i∇jf

= −2∇i∇i∇jf

= −2(∇j∆f+ Rjk∇kf)

onde a última igualdade segue do Lema 1. Ou seja,

2∇j∆f+ 2Rjk∇kf = 0. (2.20)

Tomando o traço do sóliton gradiente (2.14),

2∆f = λn.

Dáı, temos

2∇j∆f = ∇jλn = 0,

e, por (2.20),

2Rjk∇kf = 0.

Como, por hipótese, o tensor curvatura de Ricci é positivo ou negativo, conclúımos que

∇kf = 0,

o que implica, f constante. De (2.15), temos que λ = 0. Portanto, (M4,g) é Bach-flat.

Em particular, se (M,g, f) é um sóliton gradiente n-dimensional com n ⩾ 5 e com

Weyl harmônico, o teorema acima é satisfeito devido as relações (1.14) e (2.10).

A seguir, utilizando as ideias de Ho [25], ao considerarmos R2 com a métrica g0 e S2

com a métrica padrão g2, investigamos o espaço produto R2 × S2 munido com a métrica

produto g0 × g2. Este espaço revela-se um sóliton gradiente não trivial para o fluxo

de Bach apresentando uma expressão espećıfica para a função associada f. Para isto,

necessitaremos do seguinte lema que expresa o tensor de Bach de uma variedade produto

M×N.
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Lema 5 ([20]). Sejam (M,gM) e (N,gN) variedades Riemannianas bidimensionais. Uti-

lizaremos as letras gregas µ, ν, α para representar os ı́ndices de M e as letras i, j, k para

representar os ı́ndices de N. Então o tensor de Bach da variedade produto M×N munido

com a métrica produto gM × gN se divide da seguinte forma:

Bµν =
1

3
∇µ∇νRgM −

1

3
gM
µν

[
∇α∇αRgM −

1

2
∇k∇kRgN +

1

4

(
(RgM)2 − (RgN)2

)]
em M

Bij =
1

3
∇i∇jRgN −

1

3
gN
ij

[
∇k∇kRgN −

1

2
∇α∇αRgN +

1

4

(
(RgN)2 − (RgM)2)

)]
em N

(2.21)

Nas equações acima, RgM e RgN são as curvaturas escalares de gM e gN respectivamente.

Demonstração. Veja [20].

Teorema 4. Seja (R2,g0) o espaço Euclideano bidimensional munido com a métrica

plana g0 e (S2,g2) a esfera bidimensional munida com a métrica canônica g2. A variedade

produto R2 × S2 munido com a métrica produto g0 ×g2 é um sóliton gradiente não trivial

para o fluxo de Bach com λ = −1
3
em (2.14), para qualquer função f = f(x,y) em R2 da

forma

f(x,y) = −
1

6
(x2 + y2) +Dx+ Ey+ C (2.22)

onde C, D, E são constantes.

Demonstração. Como as curvaturas de g0 e g2 são dadas por Rg0 = 0 e Rg2 = 2, respec-

tivamente, segue de (2.21) que:

Bµν =
1

3
∇µ∇νRg0 −

1

3
g0
µν

[
∇α∇αRg0 −

1

2
∇k∇kRg2 +

1

4
((Rg0)2 − (Rg2)2)

]
=

1

3
∇µ∇ν(0) −

1

3
g0
µν

[
∇α∇α(0) −

1

2
∇k∇k(2) +

1

4
(0− 22)

]
= −

1

3
g0
µν(−1)

=
1

3
g0
µν em R2,

(2.23)

e

Bij =
1

3
∇i∇jRg2 −

1

3
g2
ij

[
∇k∇kRg2 −

1

2
∇α∇αRg0 +

1

4

(
(Rg2)2 − (Rg0)2

)]
=

1

3
∇i∇j(2) −

1

3
g2
ij

[
∇k∇k(2) −

1

2
∇α∇α(0) +

1

4

(
22 − 02

)]
= −

1

3
g2
ij(1)

= −
1

3
g2
ij em S2.

(2.24)
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Combinando (2.23) com a equação do sóliton gradiente (2.14), obtemos

1

3
g0
µν + 2∇µ∇νf = λg0

µν em R2,

−
1

3
g2
ij + 2∇i∇jf = λg2

ij em S2.
(2.25)

Portanto, se λ = −1
3
e f depende apenas de R2, então a segunda equação em (2.25) é

satisfeita, pois

−
1

3
g2
ij = λg2

ij,

i.e.,

λ = −
1

3
.

Por outro lado, se λ = −1
3
, então a primeira equação em (2.25) implica que

∇µ∇νf = −
1

3
g0
µν em R2.

Olhando de forma matricial, as fórmulas acima são justificadas da seguinte forma: por

convenção, seja ∇µ∇µf = fµµ. Assim, o sóliton gradiente pode ser representado pela

igualdade fµµ fµν

fνµ fνν

 = −
1

3

gµµ gµν

gνµ gνν

 = −
1

3

1 0

0 1

 ,

o que implica que f = f(x,y) é uma função em R2 satisfazendo

fxx = fyy = −
1

3
e fxy = fyx = 0.

Integrando fxx = −1
3
em relação a x, obtemos,

fx = −
1

3
x+ g(y), (2.26)

onde g(y) é uma função arbitrária dependente de y. Similarmente, integrando fyy = −1
3

em relação a y, obtemos

fy = −
1

3
y+ h(x), (2.27)

onde h(x) é uma função arbitrária dependente de x. Integrando (2.26) e (2.27) em relação

a x e y, respectivamente, obtemos as seguintes expressões para f,

f(x,y) = −
1

6
x2 + xg(y) + c1,

f(x,y) = −
1

6
y2 + yh(x) + c2.

(2.28)
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Porém, como f deve ser a mesma para ambas as expressões, derivando a primeira equação

de (2.28) com relação a x e depois derivando com relação a y, obtemos

fxy = g ′(y) = 0,

pois fxy = 0, donde conclúımos que g(y) é constante. Similarmente, derivando a segunda

equação de (2.28) em relação a y e depois com relação a x, obtemos

fyx = h ′(x),

pois fyx = 0, e conclúımos que h(x) é constante. Portanto, a forma mais geral que satisfaz

todas as condições dadas é

f(x,y) = −
1

6
(x2 + y2) +Dx+ Ey+ C

para constantes C,D,E.

Com base na demonstração do teorema acima, é posśıvel classificar os sólitons gradi-

entes não triviais no fluxo de Bach da variedade produto R2 × S2, que está munida com

a métrica produto g0 × g2, da seguinte forma.

Teorema 5. Todos os sólitons gradientes não-triviais (2.14) para o fluxo de Bach da

variedade produto R2 × S2 munido com a métrica produto g0 × g2 devem ter a forma de

(2.22).

Demonstração. Pela demonstração do teorema anterior, temos que:

1

3
g0
µν + 2∇µ∇νf = λg0

µν em R2,

−
1

3
g2
ij + 2∇i∇jf = λg2

ij em S2.

Tomando o traço da segunda equação, temos:

∆g2f = λ+
1

3
em S2. (2.29)

Se λ ⩾ −1
3
, então f é superharmônica, e se λ ⩽ −1

3
, então f é subharmônica. Em ambos

os casos, como S2 é compacto, f deve ser uma função constante em S2 pelo teorema de

Hopf. Isto implica que f é uma função que depende apenas de R2 e λ = −1
3
por (2.29).

Seguindo a demonstração do teorema anterior, conclúımos que

f(x,y) = −
1

6
(x2 + y2) +Dx+ Ey+ C,

para constantes C,D,E.
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Suponha que (H2,g−2) seja o espaço hiperbólico bidimensional com a métrica canônica

g−2. Seguindo a demonstração do Teorema 4, também podemos provar o seguinte resul-

tado para a variedade produto R2 ×H2.

Teorema 6. A variedade produto R2 × H2 munida com a métrica produto g0 × g−2 é

um sóliton gradiente não trivial para o fluxo de Bach com λ = −1
3
, para qualquer função

f = f(x,y) em R2 da forma:

f(x,y) = −
1

6
(x2 + y2) +Dx+ Ey+ C

onde C,D e E são constantes.

Demonstração. Como as curvaturas de g0 e g−2 são dadas por Rg0 = 0 e Rg−2 = −2

respectivamente, segue de (2.25) que

Bµν =
1

3
∇µ∇ν(0) −

1

3
g0
µν

[
∇α∇α(0) −

1

2
∇k∇k(−2) +

1

4
(0− (−2)2)

]
=

1

3
g0
µν em R2,

e

Bij =
1

3
∇i∇j(−2) −

1

3
g−2
ij

[
∇k∇k(−2) −

1

2
∇α∇α(0) +

1

4

(
(−2)2 − 02

)]
= −

1

3
g−2
ij em H2.

Combinando estas equações com a equação do sóliton do fluxo de Bach (2.14), obtemos:

1

3
g0
µν + 2∇µ∇νf = λg0

µν em R2,

−
1

3
g−2
ij + 2∇i∇jf = λg−2

ij em H2.
(2.30)

Portanto, se λ = −1
3
e f depende apenas de R2, então a segunda equação em (2.30) é

satisfeita, pois

−
1

3
g−2
ij = λg−2

ij ,

i.e,

λ = −
1

3
.

Por outro lado, se λ = −1
3
, então a primeira equação em (2.30) implica que

∇µ∇νf = −
1

3
g0
µν em R2.
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Seguindo a demonstração do Teorema 4, conclúımos que

f(x,y) = −
1

6
(x2 + y2) +Dx+ Ey+ C,

para constantes C,D,E.

Podemos classificar os sólitons gradientes no fluxo de Bach da variedade produto R2×

H2 munida com a métrica produto g0 × g−2.

Teorema 7. Todos os sólitons gradientes (2.14) para o fluxo de Bach da variedade produto

R2 ×H2 munido com a métrica produto g0 × g−2 devem ter a forma

f(x1, x2,w1,w2) =

(
λ

4
−

1

12

)
(x21 + x22) + C1x1 + C2x2 +

(
1

6
+

λ

2

)
logw2 + C

para (x1, x2) ∈ R2 e (w1,w2) ∈ H2, onde C1, C2 e C são constantes.

Demonstração. Seguindo a prova do Teorema 6, obtemos (2.30). Segue de (2.30) que

f = f1 + f2, onde f1 e f2 são funções que dependem apenas de R2 e H2 respectivamente.

Por outro lado, f1 e f2 satisfazem:

1

3
g0
µν + 2∇µ∇νf1 = λg0

µν em R2,

−
1

3
g−2
ij + 2∇i∇jf2 = λg−2

ij em H2.
(2.31)

Denotando as coordenadas de R2 por (x1, x2), segue da primeira equação de (2.31) que

∂2f1

∂x21
=

∂2f1

∂x22
=

λ

2
−

1

6
e

∂2f1

∂x1∂x2
= 0. (2.32)

Como ∂2f1
∂x1∂x2

= 0 segue que f1(x1, x2) = h1(x1) + h2(x2). De maneira análoga ao que foi

feito na demonstração do Teorema 4, de (2.32), obtemos:

h1(x1) =

(
λ

4
−

1

12

)
x21 + C1x+D1,

h2(x2) =

(
λ

4
−

1

12

)
x22 + C2x+D2.

Logo, conclúımos que h1 e h2 são funções quadráticas de x1 e x2 respectivamente e to-

mando D1 +D2 = C, obtemos

f1(x1, x2) =

(
λ

4
−

1

12

)
(x21 + x22) + C1x1 + C2x2 + C,

para constantes C1, C2 e C. Por outro lado, se denotarmos as coordenadas de H2 por

(w1,w2), i.e, H2 = {(w1,w2) ∈ R2 | w2 > 0}, então a métrica g−2 é dada por:

g−2
ij =

δij

(w2)2
e (g−2

ij )
−1 = δij(w2)

2, (2.33)
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onde,

g−2
11 = g−2

22 =
1

w2
2

e g−2
12 = 0.

Usando a fórmula

Γkij =
1

2

n∑
m=1

(∂igjm + ∂jgim − ∂mgij)g
mk,

temos os seguintes śımbolos de Cristoffel para g−2:

Γ 111 = Γ 212 = Γ 221 = Γ 122 = 0, Γ 112 = Γ 121 = Γ 222 = −
1

w2

e Γ 211 =
1

w2

.

Como

∇i∇jf2 =
∑
i,j

∂2f2

∂xi∂xj
−
∑
k=1

Γkij
∂f2

∂xk
,

obtemos,

∇1∇1f2 =
∂2f2

∂w2
1

− Γ 111
∂f2

∂w1

− Γ 211
∂f2

∂w2

=
∂2f2

∂w2
1

−
1

w2

∂f2

∂w2

,

∇1∇2f2 =
∂2f2

∂w1∂w2

− Γ 112
∂f2

∂w1

− Γ 212
∂f2

∂w2

=
∂2f2

∂w1∂w2

+
1

w2

∂f2

∂w1

,

∇2∇2f2 =
∂2f2

∂w2
2

− Γ 122
∂f2

∂w1

− Γ 222
∂f2

∂w2

=
∂2f2

∂w2
2

+
1

w2

∂f2

∂w2

.

(2.34)

Da segunda equação de (2.31), temos:

∇i∇jf2 =

(
λ

2
+

1

6

)
g−2
ij .

Combinando (2.33) com (2.34), (2.34) e a segunda equação de (2.31), obtemos:

∂2f2

∂w2
1

−
1

w2

∂f2

∂w2

+

(
λ

2
+

1

6

)
1

w2
2

= 0,

∂2f2

∂w1∂w2

+
1

w2

∂f2

∂w1

= 0,

∂2f2

∂w2
2

+
1

w2

∂f2

∂w2

+

(
λ

2
+

1

6

)
1

w2
2

= 0.

(2.35)

Como,
∂f2

∂w1

(
∂f2

∂w2

+
1

w2

f2

)
=

∂2f2

∂w1∂w2

+
1

w2

∂f2

∂w1

= 0,

pela segunda equação de (2.35), a função

∂f2

∂w2

+
1

w2

f2

depende apenas de w2. Disto,

∂f2

∂w2

+
1

w2

f2 = h(w2),
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para alguma função h. Diferenciando-a com respeito a w2, segue

∂2f2

∂w2
2

+
1

w2

∂f2

∂w2

−
1

w2
2

f2 = h ′(w2)

Comparando com a terceira equação de (2.35), temos:

−

(
λ

2
+

1

6

)
1

w2
2

−
1

w2
2

f2 = h ′(w2),

donde vemos que f2 depende apenas de w2. Em particular, temos ∂2f2
∂w2

1
= 0. Assim, da

primeira equação de (2.35), tem-se:

∂f2

∂w2

=

(
λ

2
+

1

6

)
1

w2

.

Integrando ambos os lados, teremos:

f2(w1,w2) =

(
λ

2
+

1

6

)
logw2 + C.

Combinando as expressões dadas por f1(x1, x2) e f2(w1,w2), conclúımos que

f(x1, x2,w1,w2) =

(
λ

4
−

1

12

)
(x21 + x22) + C1x1 + C2x2 +

(
λ

2
+

1

6

)
logw2 + C,

para (x1, x2) ∈ R2 e (w1,w2) ∈ H2, e C1, C2 e C constantes.



Caṕıtulo 3

Sólitons de Bach completos e

não-compactos

Neste caṕıtulo estudaremos os sólitons para o fluxo de Bach no caso gradiente completo

e não-compacto. As principais fontes de referência para os resultados apresentados neste

caṕıtulo incluem os trabalhos [37] e [12].

3.1 Sólitons de Bach gradiente completo com Weyl

harmônico

Nesta seção, exploraremos as caracteŕısticas dos sólitons de Bach do tipo gradiente (Mn,g, f)

completos e não-compactos que possuem Weyl harmônico (i.e., div(W) = 0). Adiante,

estudaremos os sólitons gradientes de dimensão 4.

Iniciaremos com as seguintes propriedades de sólitons de Bach do tipo gradiente com

Weyl harmônico.

Lema 6 ([37]). Seja (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente com Weyl harmônico e

W(∇f, ·, ·, ·) = 0. Então, as seguintes propriedades são válidas:

(i) Bij =
1

n− 2
RklWikjl;

(ii) B(∇f, ·) = 0;

(iii) ∇jBij = 0;

(iv) Ric(∇f, ·) = 0.

37
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Demonstração. Pela definição de tensor de Bach (1.10) e a hipótese de Weyl harmônico,

segue que:

Bij =
1

n− 2
RklWikjl,

o que demonstra o item (i). Para o item (ii) temos, por hipótese, que W(∇f, ·, ·, ·) = 0.

Logo, segue diretamente da definição (1.10) que B(∇f, ·) = 0.

Para o item (iii), a relação (1.14) implica que Weyl harmônico é equivale a Cijk = 0.

Assim, pela divergência do tensor de Bach dada por (2.10), temos ∇jBij = 0.

Finalmente, tomando a derivada covariante na equação do sóliton gradiente (2.14),

obtemos

∇kBij + 2∇k∇i∇jf = ∇kλgij,

i.e.,

∇kBij = −2∇k∇i∇jf.

Similarmente, obtemos

−∇iBkj = 2∇i∇k∇jf.

Assim,

−∇iBkj +∇kBij = 2∇i∇k∇jf− 2∇k∇i∇jf = 2Rikjl∇lf, (3.1)

onde a última igualdade segue da identidade de Ricci (1.1). Tomando o traço na equação

acima, obtemos

−∇jBkj + gij∇kBij = 2Rkl∇lf.

E usando a propriedade (iii) e o fato de que o tensor de Bach é livre de traços, segue que

Rkl∇lf = 0,

i.e., Ric(∇f, ·) = 0. Isto conclui a demonstração.

Note que, nas demonstrações dos itens (iii) e (iv) do lema acima, não utilizamos a

condição W(∇f, ·, ·, ·) = 0.

Observação 6. A propriedade (iv) do lema acima segue do fato de que ∇jBij = 0,

quando a condição de Weyl harmônico é atendida. Entretanto, para dimensão n = 4, as

propriedades (iii) e (iv) são cumpridas em virtude da equação (2.10), mesmo em casos

nos quais a variedade não atende à condição de Weyl harmônico.
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Observação 7. Note que, sendo (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente com Weyl

harmônico e ι∇fW = 0, então (M,g) é Bach- flat. De fato, sendo Weyl harmônico,

temos:

Bij =
1

n− 2
RklWijkl.

Vejamos:

0 = ∇i(Wijkl∇lf)

= ∇iWijkl∇lf+Wijkl∇i∇lf

= Wijkl∇i∇lf

= −
1

2
Wijkl(λgjl + Bjl)

= −
1

2
WijklBjl.

Assim,

0 = WijklRikBjl = (n− 2)BjlBjl,

onde a última igualdade segue da relação acima. Portanto, (M,g) é Bach-flat.

Lema 7 ([37]). Seja (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente com Weyl harmônico e

W(∇f, ·, ·, ·) = 0. Seja c um valor regular de f e Σc sua superf́ıcie de ńıvel. Então, os

seguintes resultados são válidos:

(i) Quando ∇f ̸= 0, E1 =
∇f
|∇f|

é um campo autovetor de Ric e B.

(ii) |∇f|2 é constante em uma componente conexa de Σc.

(iii) Existe uma função s que é definida localmente por s(x) =
∫

df
|∇f|

, tal que ds = df
|∇f|

e

E1 = ∇s.

(iv) Próximo de um ponto em Σc, a métrica g pode ser escrita como

g = ds2 + gij(s, x2, . . . , xn)dx
i ⊗ dxj,

onde x2, . . . , xn é um sistema de coordenadas locais de Σc.

(v) ∇E1E1 = 0.

Demonstração. Pelo Lema 6, se (M,g, f) um sóliton de Bach gradiente comWeyl harmônico,

então B(∇f, ·) = 0 e Ric(∇f, ·) = 0. Logo, quando ∇f ̸= 0, E1 =
∇f
|∇f|

é um autovetor de
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Ric e B, uma vez que B(E1, ·) = 0 e Ric(E1, ·) = 0. O que demonstra o item (i). Agora,

supondo X ⊥ ∇f, temos pela equação do sóliton de Bach gradiente

∇X|∇f|2 = X(|∇f|2)

= X(⟨∇f,∇f⟩)

= 2⟨∇X∇f,∇f⟩

= 2

(
λg(X,∇f) − B(X,∇f)

2

)
= 0,

onde a última igualdade segue do fato de que X ⊥ ∇f e B(∇f, ·) = 0 devido ao Lema 6.

Portanto, |∇f|2 é constante em cada componente conexa de Σc. O que demonstra o item

(ii).

Seja df
|∇f|

uma 1-forma, onde ∇f ̸= 0. Note que,

d

(
df

|∇f|

)
= −

1

2|∇f|3/2
d|∇f|2 ∧ df = 0, (3.2)

pois ∇X(|∇f|2 = 0 para X ⊥ ∇f. Da equação (3.2) temos que df
|∇f|

é uma 1-forma fechada.

Do Lema de Poincaré, df
|∇f|

é localmente exata, logo existe uma função s tal que ds = df
|∇f|

.

Por fim, calculando ∇s num sistema de coordenadas local (x1, x2, . . . , xn) conclúımos que

∇s = E1. O que demonstra o item (iii).

A perpendicularidade entre o vetor gradiente ∇f e as superf́ıcies de ńıvel associadas

à função f estabelece a validade do item (iv). Finalmente, considere s, x2, . . . , xn um

sistema de coordenadas em Σc. Como |∇f| é constante ao longo da superf́ıcie de ńıvel,

[ ∂
∂xi

, ∂
∂s
] = 0. Assim, ⟨ ∂

∂s
, ∂
∂s
⟩ = 1 e ⟨ ∂

∂s
, ∂
∂xi

⟩ = 0, disto, conclúımos que ∇E1
E1 = 0. O

que demonstra o item (v).

O primeiro resultado, devido a Shin [37], proporciona-nos uma caracteŕıstica dos

sólitons gradientes de Bach (Mn,g, f), na qual é evidenciada a presença de uma cur-

vatura de Weyl harmônica.

Teorema 8 ([37]). Seja (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente com Weyl harmônico e

W(∇f, ·, ·, ·) = 0. Então temos Bij = 0 em todos os pontos onde ∇f ̸= 0.

Demonstração. Baseado na definição de tensor de Weyl e na propriedade (iv) do Lema 6,
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temos:

Wikjl∇lf = Rikjl∇lf−
1

n− 2
(Rijgkl∇lf+ Rklgij∇lf

− Rilgkj∇lf− Rkjgil∇lf)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(gijgkl∇lf− gilgkj∇lf)

= Rikjl∇lf−
1

n− 2
(Rij∇kf− Rkj∇if)

+
R

(n− 1)(n− 2)
(gij∇k − gkj∇if).

(3.3)

Como W(∇f, ·, ·, ·) = 0, isolando o termo Rikjl∇lf na equação acima, obtemos

Rikjl∇lf =
1

n− 2
(Rij∇kf− Rkj∇if) −

R

(n− 1)(n− 2)
(gij∇kf− gkj∇if)

=
1

n− 2

[(
Rij −

R

(n− 1)
gij

)
∇kf−

(
Rkj −

R

(n− 1)
gkj

)
∇if

]
.

(3.4)

Da relação (3.1), obtida na demonstração do Lema 6, e por (3.4), obtemos

∇kBij −∇iBkj = 2Rikjl∇lf

=
2

n− 2

[(
Rij −

R

n− 1
gij

)
∇kf−

(
Rkj −

R

n− 1
gkj

)
∇if

]
.

(3.5)

Como mostrado no Lema 7, E1 =
∇f
|∇f|

é um autovetor de B, logo podemos considerar

uma base ortonormal
(
E1 =

∇f
|∇f|

,E2, . . . ,En

)
, formada por campos autovetores de B.

Note que, ∇Ea
f = 0 para a > 1, pois

∇Ea
f = Ea(f) = ⟨∇f,Ea⟩ =

〈
|∇f|

∇f

|∇f|
,Ea

〉
= 0,

onde |∇f| ̸= 0. Para a > 1, pela equação (3.5), obtemos

∇E1
Baa −∇Ea

B1a =
2

n− 2

[(
Raa −

R

n− 1
gaa

)
∇E1

f−

(
Raa −

R

n− 1
g1a

)
∇Ea

f

]
=

2

n− 2

(
Raa −

R

n− 1

)
E1(f)

=
2

n− 2

(
Raa −

R

n− 1

)
∂

∂s
(f),

i.e.,

∇E1
Baa −∇Ea

B1a =
2

n− 2

(
Raa −

R

n− 1

)
f ′ (3.6)

onde f ′ denota E1(f) =
∂

∂s
(f). O lado esquerdo de (3.6) pode ser calculado da seguinte
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maneira:

∇E1
Baa −∇Ea

B1a = (E1Baa − B(Ea,∇E1
Ea) − B(∇E1

Ea,Ea)

− (EaB1a − B(∇Ea
E1,Ea) − B(E1,∇Ea

Ea))

= E1Baa − 2B(∇E1
Ea,Ea) − EaB1a + B(∇Ea

E1,Ea) + B(E1,∇Ea
Ea)

= B ′
aa + ⟨∇Ea

E1,Ea⟩Baa

= B ′
aa +

1

f ′
(λ− Baa)Baa,

onde a segunda igualdade segue de B(∇f, ·) = 0, enquanto que a última igualdade segue

da definição de sóliton de Bach gradiente. Assim, para a > 1, temos:

∇E1
Baa −∇Ea

B1a = B ′
aa +

1

f ′
(λ− Baa)Baa.

Por (3.6), segue que,

2f ′

n− 1

(
Raa −

R

n− 1

)
= B ′

aa +
1

f ′
(λ− Baa)Baa.

Assim,

B ′
aa = −

1

f ′
(λ− Baa)Baa +

2f ′

n− 2

(
Raa −

R

n− 1

)
. (3.7)

Como tr(B) = 0, temos E1 (
∑n

i=1 Bii) = 0. Uma vez que B(∇f, ·) = 0, tem-se que B11 = 0.

Dáı,

0 =

n∑
a=1

B ′
aa

=

n∑
a=2

[
−
1

f ′
(λ− Baa)Baa +

f ′

n− 2

(
Raa −

R

n− 1

)]
=

n∑
a=2

(
1

f ′
B2
aa

)
+

f ′

n− 2
R−

n− 1

(n− 1)(n− 2)
f ′R

=

n∑
a=2

(
1

f ′
B2
aa

)
+

f ′

n− 2
R−

f ′

n− 2
R

=

n∑
a=2

1

f ′
B2
aa

=
1

f ′
(B2

22 + . . .+ B2
nn),

onde a segunda igualdade segue de (3.7), enquanto que a terceira igualdade segue do fato

de que tr(B) = 0 e R(∇f, ·) = 0. Portanto, obtemos que Bii = 0 para i = 1, . . . ,n.
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O seguinte resultado estabelece condições abrangentes que garantem a presença de

métricas Bach-flat em casos em que o sóliton de Bach gradiente é completo e não-

compacto.

Teorema 9 ([37]). Seja (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente completo e não compacto

com Weyl harmônico. Suponha que o tensor de Ricci satisfaça

−(n− 1)
k2

1+ d2
g ⩽ Ric

no sentido de formas quadráticas, sendo d a função distância em relação a um ponto fixo

p ∈ M e k ∈ R. Se f tem uma integral de Dirichlet finita, isto é, para alguma bola B(x0),∫
M−B(x0)

d(x, x0)
−2|∇f|2 dx < ∞. (3.8)

Então, (Mn,g) é Bach-flat.

Demonstração. Tomando o traço da equação do sóliton de Bach gradiente (2.14), obtemos

∆f =
1

2
nλ,

i.e, ∆f é constante. Dáı, usando o item (iv) do Lema 6 e a fórmula de Bochner (1.4),

temos:
1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2. (3.9)

Considere uma função cut-off (veja Teorema 2.1 de [6]), ϕr ∈ C2
0(B2r(x0)) para r > 0,

0 ⩽ ϕr ⩽ 1 em B2r(x0)

ϕr = 1 em Br(x0)

|∇ϕr|
2 ⩽

C

r2
em B2r(x0)

∆ϕr ⩽
C

r2
em B2r(x0)

, (3.10)

onde C > 0 é constante. Multiplicando (3.9) por ϕ2
r, e integrando sobre a bola B2r(x0),

0 ⩽
∫
B2r(x0)

|Hess(f)|2ϕ2
r =

∫
B2r(x0)

1

2
∆|∇f|2ϕ2

r.

Por um lado, fazendo a integração por partes, obtemos∫
B2r(x0)

1

2
∆|∇f|2ϕ2

r =

∫
B2r(x0)

1

2
|∇f|2∆ϕ2

r

⩽
∫
B2r(x0)−Br(x0)

C

2r2
|∇f|2,
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pela definição (3.10). Como a integral de Dirichlet (3.8) é finita,∫
M

1

2
∆|∇f|2ϕ2

r ⩽
∫
M−Br(x0)

C

2r2
|∇f|2 → 0,

quando r → ∞. Logo, ∫
M

|Hess(f)|2ϕ2
r = 0,

donde conclúımos que |Hess(f)|2 = 0. Observe que, da definição de sóliton de Bach

gradiente (2.14),

0 = |Hess(f)|2 = ⟨Hess(f),Hess(f)⟩

=
1

4
⟨λg− B, λg− B⟩

=
1

4
⟨λg, λg⟩− λ

2
⟨g,B⟩+ 1

4
⟨B,B⟩

=
1

4
λ2n+

1

4
|B|2,

onde a última igualdade segue da Proposição 9 e do fato de que o tensor de Bach ser livre

de traço. Assim,

|B|2 = −λ2n.

Como n ⩾ 4 e |B| ⩾ 0, segue que |B|2 = 0. Portanto, (M,g) é Bach-flat.

Na demonstração do Teorema 9 usamos a fómula de Bochner (1.4) e o fato de que

Ric(∇f, ·) = 0, pelo Lema 6, para obtermos a equação (3.9). Porém, como mencionado

na Observação 6, desde que n = 4, obtemos Ric(∇f, ·) = 0. Logo, baseado no teorema

anterior, obtemos o seguinte resultado para um sóltiton gradiente de Bach completo e

não-compacto de dimensão 4.

Teorema 10 ([37]). Suponha (M4,g, f) um sóliton de Bach gradiente completo e não-

compacto de dimensão 4. Suponha que f tenha uma integral de Dirichlet finita, ou seja,

para alguma bola B(x0), ∫
M−B(x0)

d(x, x0)
−2|∇f|2 dx < ∞.

Então, (M4,g) é Bach-flat.

Demonstração. Tomando o traço da equação do sóliton de Bach gradiente (2.14), obtemos

∆f = 2λ,
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i.e, ∆f é constante. Da Observação 6, se (M4,g, f) é um sóliton de Bach gradiente de

dimensão n = 4, obtemos Ric(∇f, ·) = 0. Logo, da fórmula de Bochner (1.4), obtemos

1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2 + g(∇f,∇∆f),

como ∆f é constante, tem-se
1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2.

Logo, seguindo a demonstração do Teorema 9 segue o resultado.

3.2 Sólitons de Bach gradiente com Ricci não-negativo

Nesta seção, abordaremos sólitons de Bach gradiente completos e não-compactos que

possuem a condição de Ricci não-negativo e casos onde a variedade M é parabólica.

Recentemente, Shin [37] provou que, sob uma condição integral de Dirichlet finita,

qualquer sóliton de Bach gradiente completo e não compacto comWeyl harmônico é Bach-

flat. Mais recentemente Cunha, Eudes de Lima e Rong Mi [12], consideraram sólitons de

Bach gradiente com Ricci não-negativo juntamente com hipótese de a função pontencial

possuir integral de Dirichlet finita. Com isso, eles melhoraram o resultado de Shin uma

vez que a condição Weyl harmônico implica Ric(∇f, ·) = 0 (veja Lema 6).

Teorema 11 ([12]). Seja (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente completo e não-compacto

com Ricci não-negativo. Se f tem uma integral de Dirichlet finita, isto é, para alguma

bola Br(x0), ∫
M−B(x0)

d(x, x0)
−2|∇f|2 dx < ∞ (3.11)

então (Mn,g) é Bach-flat.

Demonstração. De forma similar à demonstração do Teorema 9, tomando o traço na

equação do sóliton de Bach gradiente (2.14), temos

∆f =
1

2
λn,

donde teremos que ∆f é constante. Logo, da fórmula de Bochner (1.4), obtemos:

1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2 + Ric(∇f,∇f). (3.12)
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Como a curvatura de Ricci é não-negativa, consideremos a função cut-off (veja o Teorema

2.2 de [23]), ϕr ∈ C2
0(B2r(x0)) para r > 0, tal que:

0 ⩽ ϕr ⩽ 1 em B2r(x0)

ϕr = 1 em Br(x0)

|∇ϕr|
2 ⩽

C

r2
em B2r(x0)

∆ϕr ⩽
C

r2
em B2r(x0)

, (3.13)

onde C > 0 é constante. Multiplicando (3.12) por ϕ2
r, e integrando sobre a bola B2r(x0),∫

B2r

|Hess(f)|2ϕ2
r +

∫
B2r

Ric(∇f,∇f)ϕ2
r =

∫
B2r

1

2
∆|∇f|2ϕ2

r. (3.14)

Por um lado, usando integração por partes, teremos:∫
B2r

1

2
∆|∇f|2ϕ2

r =

∫
B2r

1

2
|∇f|2∆ϕ2

r ⩽
∫
B2r−Br

C

2r2
|∇f|2,

onde a desigualdade acima segue da definição da função cut-off. Como por hipótese temos

que a integral (3.11) é finita, podemos tomar r → ∞. Assim,∫
M−Br

C

2r2
|∇f|2 → 0,

quando r → ∞. Logo, por (3.14)∫
M

|Hess(f)|2 +

∫
M

Ric(∇f,∇f) = 0,

o que implica, |Hess(f)|2 = 0.

Note que,

0 = |Hess(f)|2 =
1

4
⟨λg− B, λg− B⟩

=
1

2
⟨λg, λg⟩− λ

2
⟨g,B⟩+ 1

4
⟨B,B⟩

=
1

4
λ2n+

1

4
|B|2,

(3.15)

onde a última igualdade segue da Proposição 9. Assim,

0 ⩽ |B|2 = −λ2n ⩽ 0

conclúımos que |B|2 = 0. Portanto, (Mn,g) é Bach-flat.

Adiante, continuaremos explorando as caracteŕısticas dos sólitons de Bach gradiente

(M,g, f), onde a função f tem integral de Dirichlet finita, mas estenderemos nosso estudo

para o caso onde a variedade Riemanniana Mn é parabólica (lembre que toda compacta

é parabólica). Para isto, se faz necessário a seguinte definição.
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Definição 16. Uma variedade Riemanniana (Mn,g) é dita parabólica se toda função

subharmônica em M limitada por cima é constante, isto é, se u ∈ C∞(M) com ∆u ⩾ 0

e supMu < ∞, então u é constante.

Para o próximo resultado, do qual não assumimos a condição de integral finita da

função potencial, iremos considerar a condição de parabolicidade e uma certa regulari-

dade em L∞ ou Lp no gradiente da função potencial. Isso nos permitirá demonstrar que

um sóliton de Bach gradiente completo e não-compacto é Bach-flat. Para atingir esse

propósito, necessitamos do seguinte resultado estabelecido por Yau, conforme discutido

no Teorema 3 de [41].

Lema 8 ([41]). Seja u uma função suave subharmônica não negativa em uma variedade

Riemanniana completa Mn. Se u ∈ Lp(M), para algum p > 1, então u é constante.

Demonstração. Para uma demonstração veja [41].

Lembre que Lp(M) = {u : Mn → R;
∫
M

|u|pdM < +∞}, para p ⩾ 1.

Teorema 12 ([12]). Seja (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente completo e não-compacto

com Ric(∇f,∇f) ⩾ 0. Se M for parabólica e |∇f| ∈ L∞(M) ou |∇f| ∈ Lp(M) para p > 1,

então (Mn,g) é Bach-flat.

Demonstração. Inicialmente, supondo M parabólica e |∇f| ∈ L∞(M). Como a curvatura

de Ricci é não negativa obtemos de (3.12) que,

1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2 + Ric(∇f,∇f) ⩾ 0 (3.16)

pois Ric(∇f,∇f) ⩾ 0. Logo, |∇f|2 é uma função subharmônica em M. Desde que

supM|∇f| < ∞ e M é parabólica, segue que |∇f|2 é constante em M. Portanto, segue de

(3.16),

0 =
1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2 + Ric(∇f,∇f),

i.e.,

|Hess(f)|2 + Ric(∇f,∇f) = 0.

Como Ric(∇f,∇f) ⩾ 0,

0 ⩽ |Hess(f)|2 = −Ric(∇f,∇f) ⩽ 0,
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donde conclúımos que |Hess(f)|2 = 0. Seguindo a demonstração do Teorema 11, obtemos

a equação (3.15), logo B = 0, e portanto, (Mn,g) é Bach-flat.

Agora, assumindo |∇f| ∈ Lp(M) para p > 1, novamente da demonstração do Teorema

anterior, obtemos a equação (3.12) e como, por hipótese, Ric(∇f,∇f) ⩾ 0, obtemos

1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2 + Ric(∇f,∇f) ⩾ 0, (3.17)

donde conclúımos que |∇f|2 é uma função subharmônica em M. Do Lema 8 teremos que

|∇f|2 é constante em M. Portanto, de (3.17),

|Hess(f)|2 + Ric(∇f,∇f) = 0,

i.e.,

|Hess(f)|2 = 0,

pois Ric(∇f,∇f) ⩾ 0. Seguindo da demonstração do teorema anterior, temos a equação

(3.15), e novamente obtemos B = 0. Portanto, (Mn,g) é Bach-flat. O que demonstra o

Teorema.

Como consequência, deduzimos que qualquer sóliton de Bach gradiente com Weyl

harmônico deve ser Bach-flat.

Corolário 3 ([12]). Seja (Mn,g, f) um sóliton de Bach gradiente completo e não-compacto

com Weyl harmônico. Se M é uma variedade parabólica e |∇f| ∈ L∞(M) ou Lp(M) para

p > 1, então (Mn,g) é Bach-flat.

Demonstração. Como M tem Weyl harmônico, pelo Lema 6 temos que Ric(∇f, ·) = 0.

Portanto, segue do teorema acima que (Mn,g) é Bach-flat.

Como visto no Lema 2, devido a Cao e Chen, dado que o tensor de Bach em dimensão

4 é livre de divergência, i.e., divB = 0, somos capazes de obter o seguinte resultado.

Teorema 13 ([12]). Seja (M4,g, f) um sóliton de Bach gradiente 4-dimensional completo

e não-compacto. Se M4 for parabólica e |∇f| ∈ L∞(M4) ou |∇f| ∈ Lp(M4) para p > 1,

então (M4,g) é Bach-flat.

Demonstração. Note que para n = 4, de (2.10) segue que divB = 0. Tomando a derivada

covariante na fómula do sóliton de Bach gradiente (2.14), obtemos,

∇iBkj + 2∇i∇k∇jf = ∇iλgkj,
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dáı,

2∇i∇k∇jf = −∇iBkj. (3.18)

De maneira análoga, teremos,

2∇k∇i∇jf = −∇kBij (3.19)

Subtraindo as equações (3.18) e (3.19),

−∇iBkj +∇kBij = 2∇i∇k∇jf− 2∇k∇i∇jf

= 2Rikjl∇lf,

onde a última igualdade segue da identidade de Ricci (1.1). Agora, tomando o traço da

equação acima,

0 = −gij∇jBij + gij∇kBij = 2Rkl∇lf,

pois divB = 0, dáı,

Rkl∇lf = 0.

Portanto, Ric(∇f, ·) = 0. Seguindo da demonstração do Teorema 11, precisamente da

equação (3.12), obtemos
1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2 ⩾ 0.

Logo, |∇f|2 é uma função subharmônica em M. Seguindo a demonstração do Teorema

12, conclúımos que (M4,g) é Bach-flat.

Finalmente, assumindo |∇f| ∈ Lp(M) para p > 1, novamente da equação (3.12) obtida

na demonstração do Teorema 11,

1

2
∆|∇f|2 = |Hess(f)|2 ⩾ 0,

donde conclúımos que |∇f|2 é subharmônica em M, logo do Lema 8 teremos que |∇f|2

é constante em M, podemos concluir da demonstração do Teorema 12, que (M4,g) é

Bach-flat para |∇f| ∈ Lp(M). O que conclui a demonstração.



Caṕıtulo 4

Sólitons de Bach com Ricci

não-positivo

No contexto de um sóliton não gradiente, demonstramos no segundo caṕıtulo, empregando

as concepções de Ho [25], que um sóliton de Bach compacto 4-dimensional (M4,g) é

Bach-flat, e X é um campo vetorial de Killing (consulte o Teorema 2). Neste caṕıtulo,

apresentamos uma versão que se aplica a qualquer sóliton de Bach, sem fazer a suposição

de compacidade. Para tal, necessitaremos dos seguintes lemas.

O primeiro lema é conhecido como fórmula de Bochner generalizada apresentado por

Yano e Bochner em [40] ( para uma demonstração detalhada o leitor pode consultar R.

Lemos em [31]).

Lema 9 ([40]). Sejam (Mn,g) uma variedade Riemanniana e X ∈ X(M) qualquer, então

div(LXg)(X) =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric(X,X) +∇Xdiv(X). (4.1)

Demonstração. Para uma demonstração veja [31].

O segundo lema fornece uma fórmula do tipo Bochner para sólitons de Bach não

gradientes 4-dimensional.

Lema 10 ([12]). Suponha que (M4,g,X) seja um sóliton de Bach 4-dimensional. Então

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X).

Demonstração. Tomando o divergente na fórmula do sóliton de Bach (2.13),

divB+ div(LXg) = div(λg) = 0.

50
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Usando o fato de que o tensor de Bach ser livre de divergência em dimensão 4,

div(LXg) = 0.

Por outro lado, tomando o traço na equação do sóliton de Bach (2.13),tem-se

2divX = λn,

donde conclúımos que divX é constante. Logo, da equação (4.1), obtemos

0 =
1

2
∆|X|2 − |∇X|2 + Ric(X,X).

Portanto,
1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X).

Teorema 14 ([12]). Seja (M4,g,X) um sóliton de Bach 4-dimensional. Suponha que o

tensor de Ricci satisfaça

−(n− 1)
k2

1+ d2
g ⩽ Ric ⩽ 0 (4.2)

no sentido de formas quadráticas, sendo d a função distância em relação a um ponto fixo

p ∈ M e k ∈ R. Se, ∫
M−Br(x0)

d(x, x0)
−2|X|2 < ∞ (4.3)

então (M4,g) deve ser Bach-flat e X é um campo vetorial de Killing.

Demonstração. Do Lema 10, temos

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X). (4.4)

Por hipótese, a curvatura de Ricci tem um decaimento subquadrático em (4.2), logo

considere uma função cut-off ϕr (como no Teorema 11). Multiplicando a equação (4.4)

por ϕ2
r e integrando sobre B2r(x0),∫

B2r(x0)

|∇X|2ϕ2
r −

∫
B2r(x0)

Ric(X,X)ϕ2
r =

∫
B2r(x0)

1

2
∆|X|2ϕ2

r.

Por um lado, fazendo a integração por partes,

1

2

∫
B2r(x0)

∆|X|2ϕ2
r =

1

2

∫
B2r(x0)

(∆ϕ2
r)|X|

2

⩽
1

2

∫
B2r(x0)−Br(x0)

C

r2
|X|2,
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onde a desigualdade acima segue da definição da função cut-off. Como por hipótese temos

que a integral (4.3) é finita, podemos tomar r → ∞, e assim obter

1

2

∫
M

∆|X|2ϕ2
r ⩽

1

2

∫
M−Br

C

2r2
|X|2 → 0,

quando r → ∞. Logo, ∫
M

|∇X|2 −

∫
M

Ric(X,X) = 0,

i.e., ∫
M

|∇X|2 =

∫
M

Ric(X,X),

dáı, |∇X|2 = 0. Assim, conclúımos que ∇X = 0, i.e., X é paralelo, e em particular X é um

campo vetorial de Killing.

Finalmente, como X é Killing, temos LXg = 0, e dáı tomando o traço na equação do

sóliton obtemos λ = 0. Novamente da equação do sóliton de Bach (2.13), teremos,

Bij = 0.

Portanto, (M4,g) é Bach-flat.

De maneira similar ao Teorema 14, podemos demonstrar o caso em que n ⩾ 5 com a

condição de Weyl harmônico. Para isto, necessitaremos do seguinte resultado.

Lema 11 ([12]). Suponha que (Mn,g,X) seja um sóliton de Bach com Weyl harmônico.

Então
1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X).

Demonstração. Como M tem Weyl harmônico então o Cotton é nulo devido a relação

(1.14). Assim, por (2.10),

∇jBij =
n− 4

(n− 2)2
CijkRjk = 0,

isto é, o divergente do tensor de Bach é nulo. Logo, seguindo como no Lema 10 conclúımos

a demonstração.

Teorema 15 ([12]). Seja (Mn,X,g) um sóliton de Bach com Weyl harmônico. Suponha

que o tensor de Ricci satisfaça

−(n− 1)
k2

1+ d2
g ⩽ Ric ⩽ 0
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no sentido de formas quadráticas, sendo d a função distância em relação a um ponto fixo

p ∈ M e k ∈ R. Se, ∫
M−Br(x0)

d(x, x0)
−2|X|2 < ∞

então (Mn,g) deve ser Bach-flat e X é um campo vetorial de Killing.

Demonstração. Do Lema 11, temos

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X).

Logo, seguindo da demonstração do Teorema 14, conclúımos que (M,g) é Bach-flat e

X é paralelo, e em particular é Killing.

Os resultados obtidos nos Teorema 12 e Teorema 13 para o caso de sólitons gradiente

e Ricci não-negativo podem ser reobtidos para o caso não-gradiente se assumirmos Ricci

não-positivo.

Teorema 16 ([12]). Seja (M4,X,g) um sóliton de Bach 4-dimensional com Ricci não-

positivo. Se M4 for parabólica e |X| ∈ L∞(M4) ou |X| ∈ Lp(M4) para p > 1, então (M4,g)

é Bach-flat.

Demonstração. Inicialmente suponha |X| ∈ L∞(M4). Do Lema 10,

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X).

Como Ricci é não-positivo,

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X) ⩾ 0. (4.5)

Logo, |X|2 é uma função subharmônica em M4. Desde que supM4 |X| < +∞ e M é

parabólica, obtemos que |X|2 é constante em M4. Logo de (4.5),

|∇X|2 − Ric(X,X) = 0.

Como Ric(X,X) ⩽ 0, segue que |∇X|2 = 0. Donde conclúımos que∇X = 0. Em particular,

X é um campo vetorial de Killing. Finalmente, sendo X Killing, podemos seguir como no

final da demonstração do Teorema 14 para concluir que (M4,g) é Bach-flat.

Agora, assumindo |X| ∈ Lp(M4) para p > 1. Como Ricci é não-positivo, do Lema 10

temos,
1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X) ⩾ 0, (4.6)
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donde conclúımos que |X|2 é subharmônica em M4. Segue do Lema 8 que |X|2 é constante

em M4. Dáı, segue da equação (4.6) que

|∇X|2 − Ric(X,X) = 0.

Portanto, seguindo como acima obtemos que X é Killing e (M4,g) é Bach-flat.

Para n ⩾ 5, temos o seguinte resultado.

Teorema 17 ([12]). Seja (Mn,X,g) um sóliton de Bach com Weyl harmônico e Ricci

não-positivo. Se M for parabólica e |X| ∈ L∞(M) ou |X| ∈ Lp(M) para p > 1, então

(Mn,g) é Bach-flat.

Demonstração. Inicialmente, supondo |X| ∈ L∞(M4). Como a curvatura de Ricci é não-

positiva e M tem Weyl harmônico, segue do Lema 11,

1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X) ⩾ 0. (4.7)

Logo, |X|2 é uma função subharmônica em M. Desde que supM|X| < +∞ e M é pa-

rabólica, obtemos que |X|2 é constante em M. Logo de (4.7),

0 = |∇X|2 − Ric(X,X).

Como |∇X|2 ⩾ 0 e Ric(X,X) ⩽ 0, segue que |∇X|2 = 0. Donde conclúımos que ∇X = 0.

Em particular, X é um campo vetorial de Killing. Sendo X Killing, podemos seguir como

no final da demonstração do Teorema 14 para concluir que (M,g) é Bach-flat.

Agora, assumindo |X| ∈ Lp(M) para p > 1. Como a curvatura de Ricci é não-positiva,

segue do Lema 11 que,
1

2
∆|X|2 = |∇X|2 − Ric(X,X) ⩾ 0, (4.8)

donde conclúımos que |X|2 é subharmônica em M. Logo do Lema 8, tem-se que |X|2 é

constante em M. Logo, segue de (4.8),

|∇X|2 − Ric(X,X) = 0.

Portanto, seguindo como acima obtemos que X é Killing e (M,g) é Bach-flat.
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[38] Wylie, W.: Complete shrinking Ricci solitons have finite fundamental group, Proc.

Amer. Math. Soc., (136) 803–1806, 2008.

[39] Yang, N.: A note on nonnegative Bakry-Emery Ricci curvature, Arch. Math., (93)

491–496, 2009.

[40] Yano, K.; Bochner, S.: Curvature and Betti Numbers, Princeton University Press,

1949.

[41] Yau, S.T.:Some function-theoretic properties of complete Riemannian manifolds and

their applications to geometry. Indiana Univ. Math. J., 25 (7) 659–670, 1976.


